Zusammenhang Volumen - Oberflache

1 Motivation

Wie man feststellt gelten folgende Beziehungen:
d
vol,—1(0B,(0)) = I voly, (By(0)),

Wobei B, (0) = {x € R"|||z| < r} der abgeschlossene Ball mit Radius r um
0 ist. Zum Beispiel gilt in R?

d 4 4 d

= (Car) = = volg(B,(0)).

S ) = S voly(B,(0))

Ein dhnliches Resultat erhélt man fiir den Volltorus 7" und seinen Rand 97,
zum Beispiel in R?

voly(S?) = 4mr? =

d d
2. _ 2.2p) _
vola(9T') = 4n“rR = dr(27r “R) T vols(T).

Im letzteren Fall funktioniert die Prozedur nur fiir den Parameter r, nicht
aber fiir R. Es stellt sich die Frage, welche Bedingungen dafiir erfiillt sein
miissen.

2 Voraussetzungen

Satz 1

Sei fiir v € [0,R] ein Gebiet B, C R™ mit Rand 0B, vorgegeben und
nehme an, dass ein Diffeomorphismus ® : [0, R] x U — Bgr mit U C
R™ ! existiert, so dass

B, =®([0,7] x U)
0B, = ®({r} xU).
Dann gilt

d 1
—vol,(B,) = / ——do,
ar )= o, 97

wobei f : R™ — R die erste Komponente der Inversen Parametrisierung
& 1(z) = (@), (@ )")() ist:

f(@) = (@) (@).



Korollar 1

Ist ||V || konstant auf OB, so gilt
d 1

— vol,(B;) = —— vol,_1(0B,
ar ) = gy Vo1 (05:)

und fir ”VfH'&BT =1 gilt

d
. vol,, (By) = vol,—1(0B;).

Lemma 1
Sei A € CY((a,b), GL(n,R)). Dann gilt

= tr(A(t)A7L(t)) det(A(t)), (D)

Beweis

Zu einer Matrix A € R™ ™ bezeichne A* die Kofaktormatrix (Transponierte
der komplementéren Matrix) mit den Eintrigen

- "
Af = (-1) T det(AG9)),

wobei A7) der Minor (n — 1)-ter Ordnung ist, der aus derjenigen Unterma-
trix berechnet wird, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus
A entsteht. Es gilt dann geméss der Cramerschen Regel zur Entwicklung der
Determinante nach einer Spalte

ATA = det(A)1 & (a;,al) = 6;; det(A).

Dabei bezeichnen a; bzw. af die i-te Spalte von A bzw. von Af und

Lol
sy=4 "7,
0, i#}j

Insbesondere gilt
det(4) = (a;, af),

wobei, wir 1 < 4 < n frei wihlen kénnen. Der Punkt ist hier, dass die Spalte
ag unabhéingig von a;;, 1 < j < n ist, da deren Eintrége aus Determinan-
ten von Minoren von A hervorgehen, in welchen gerade a; gestrichen wird.
Darum ist

det(A) = i(m,ab =al.

1,
a;j a;j J



Ist die Matrix A(t) abhéingig von einer Variable ¢, folgt mit der Kettenregel

d ", ddet daij <~ 4 dajj ,

— det(A(t)) = At))—2L = P — (A (AN (1)).
4 det(A() 225%” (), 3;%]& tr(A() (45T (2)
Mit (A#)T = det(A)A~! folgt die Behauptung. O

Beweis (Satz)
Setze ®(t, &) := ®(tr,£). Dann ist ®([0,1] x U) = B, und

vol, (B,) = / |det D®|dt d" ¢,
[0,1]xU

also

d ~
—vol,(B,) = / Or|det D®|dt d"1¢.
dr [0,1]xU

Mit Lemma [I| und |z| = zsgn(z) folgt

0, det DB| © [det DB| tr (0.0% (D&)")

= |det D®| tr <D(6T<i>) D@ "o <i>>
— |det D®| tr (D(a,@) 0d " D(cifl)) o d
= |det D®| tr (D(&Ai) o &,‘1)) °od

1

= |detD®|div(0,® o P )o P.

Wir schliessen daraus

d = — auss = = —
= vol(B,) = / div(9,® o & )d vol, “2 / (0,80 ", v)do,
dr . dBr

wobei v : 0B, — S™ ! das nach aussen gerichtete Einheitsnormalenvek-
torfeld bezeichnet (S"~ 1 = {z € R"|||z| = 1} ist die (n — 1)-dimensionale
Einheitssphére).

f(x) = (@~ 1)L(x) ist so konstruiert, dass

f(®(r&)=r VEeU,
oder
F(@E)=tr VEET,

Leiten wir diese Gleichung nach r ab, so bekommen wir

(Vfod 0, =t o (Vfodod )= ).



Zusammen mit der Tatsache, dass (0B, = f~Y(r) ist die Niveaumenge von
f zum Niveau r) v = ﬁVf und (@~ H! =1 auf 9B,, folgt

=~ =—1 1
0,d0d )= —
< ' =

und schliesslich

d / 1
—vol,(B;) = ——do.
o B = T
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