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Prifung

Prifungsdauer: 150 Minuten
Maximal erreichbare Punktzahl: 45

Bitte beachte das zusatzliche Blatt “Hinweise zur Comparigung”.

1. (15 PunkteBetrachtet wird das Runge—Kutta Einschrittverfahren midBer-Tableau
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a) Implementiere das Runge—Kutta Einschrittverfahren fgrallyemeine Anfangs-
wertproblem

im mitgelieferten MATLAB-Templaten’ al/ RK3Sol ve. m

b) Wir betrachten nun das Anfangswertproblem
y' = Ay —sin(t)) + cos(t),  y(to) = o, (2a)
mit exakter Loésung

y(t) = (yo — sin(to)) e %) 4 sin(t). (2b)

Verwende nun konkret
to=1, A=-10, y(1)=sin(r/4) und den Endzeitpunkt = 8 .
fur das Anfangswertproblem (2a).

Bestimme durch numerisches Experimentieren die aus B#abgrinden maxi-
male zulassige Schrittweite,, ..

Schreibe eine Funktionin der Datdial/ MaxSchri t t wei t e. mdie sowohl
zwei Naherungsldosungen (erhalten durch das RK-ESV (1)) t&rh,,., £+ 0.01
als auch die exakte Losung in einer Figur plottet und spegche Grafik in
m al/ schrittweite. eps.

Bitte wenden!



c) Berechne die Stabilitatsfunktidf(z), = = h\, A € C des Verfahrens (1).

d) Erganze die Matlab—Datei al/ St abDonRK3. m die das Stabilitatsgebiet des
Verfahrens aut = x + iy, (x,y) € [—3, 3] x [—3, 3] plotten soll. Speichere ein
Plot des Stabilitatsgebiets in der Dat¢ial/ st abdom eps.

Inwiefern bestatigt die Grafik deine Stabilitdtsgrenzg, aus Teil b)?

e) Erklare, warum fir betragsmassig grosse negative 0 das Problem (2a) steif
ist.

f) Warum sind explizite Verfahren, auch wenn sie konsistert,dur steife Proble-
me ineffizient?

g) Beweise, dass die Stabilitatsfunktion jedes explizitend@uKutta Einschrittver-
fahrens ein Polynom in := A\ ist.

2. (15 Punkte)Aus der impliziten Mittelpunktsregel als Basisverfahrearde auf der
Grundlage vonl und 2 Mikroschritten durch Extrapolation ein weiteres Einstthri
verfahren fur das autonome Anfangswertproblem f(y), y(0) = yo erzeugt. Die
rechte Seite werde als “hinreichend glatt” angenommen.

a) Bezeichne mity;, y;/, die durch (sukzessive) Anwendung der impliziten Mit-
telpunktsregel mit Schrittweite bzw. 2 /2 erhaltenen Naherungen fii(h).

Dricke den vom Extrapolationsverfahren gelieferten Néhgswert fury (h)
durchyy/, undy; aus.

Hinweis: Verwende den folgenden Satz Uber die asymptotische Entwigldes
Diskretisierungsfehlers von Einschrittverfahren:

Theorem. Seiyy der durch die Anwendung voV := T'/h Schritten eines
Einschrittverfahrens der Ordnupgnit Schrittweiteh > 0 erhaltene Naherungs-
wert fur y(7'), wobeiy(t) die Lésung des Anfangswertproblemis= f(y),
y(0) = yo, bezeichne.

Dann existieren glatte Funktionen: [ty, 7] — R%, i =p,p+1,...,p + k, mit
k € N, und eine (fur hinreichend kleing) gleichmassig beschrankte Funktion
(T, h) — ripr1(T, h), SO dass

k
yn = Y(T) =Y e (D) + vpppin (T, )P fir b — 0.
=0

mit ryy,1(T,h) = O(T — t,) fur T — ¢, — 0 gleichmassig i < T, wobei
zusatzliche,(T') = O(T) fur T' — 0.

Siehe nachstes Blatt!



b) Welche Ordnung hat das Extrapolationsverfahren aus a)®iBeg deine Ant-
wort.

c) Gib die diskrete Evolutiont” (y) der impliziten Mittelpunktsregel fiir die logi-
stische Differentialgleichung

y=My(l—-y), A>0,

mit dem Anfangswert(0) = yo > 0 in geschlossenen Form an.
Hinweis: Die diskrete Evolution der impliziten Mittelpunktsregélirt auf eine
guadratische Gleichung, die sich geschlossen I6sen lasst.

d) Welche der beiden Losungen aus c) ist zulassig? Begrtinde deitwort.

e) Erganze das MATLAB-Templatel a2/ | MPExt r apLog. m das die extrapo-
lierte Mittelpunktsregel fur das Anfangswertproblem aed &) implementieren
soll.

Plotte sowohl dein numerische Ergebnis tUber das Zeitialiefy, 1] fur den Pa-
rameterwertx = 10 und Anfangswert/(0) = 0.2 als auch die exakte Lésung

1
1+ (yg ' = LeM

in einer Figur und speichere den Plottha?2/ | ogi sti c. eps.

y(t)

f) Erganze das MATLAB-Templat® a2/ | MPExt r apLogConv. mum die Kon-
vergenzordnung der Extrapolationsverfahren mit der tesglken Differential-
gleichung empirisch zu bestimmen. Dazu benutze das Anfeerggsroblem aus
Teil ) und die Schrittweiteh = 1/2",n = 4,5, ...,9. Speichere den relevanten
Plot in der Datem a2/ conv. eps.

3. (5 Punkte)Zeige, dass fur die Stabilitatsfunktion eines symmetescRunge—Kutta
Einschrittverfahrens gilt
S(il=1, (R

4. (10 PunkteWir betrachten nun das gedampfte mathematische Pendel

i ==Xy —qy), 3)

wobei ¢(0) = 0 und ¢ monoton steigend. Indem wir die Geschwindigkeit= 7
einfuhren, kénnen wir (3) als ein System erster Ordnungesicln

Y=
b =—Xv—q(y). @

Bitte wenden!



a) Die Energie des Systems ist gegeben durch

E= 20" +QM), ©

wobei@ die Stammfunktion voiy bezeichnet.
Zeige, dass die Energie mit der Zeit monoton abnimmt.

b) Wir wollen nun (4) mit einem Splitting-Verfahren l6sen, mend auf folgender
Zerlegung der rechten Seite

()= () () e
v —q(y) —Av

Gib die exakten Teilevolutioned’,, ®; von () = f(y,v) und (¥) = g(y,v)
mit den Anfangsbedingung0) = y, undv(0) = v, an.

Formuliere die diskrete Evolution flr das Splitting-Vdrfan nach Strang mit
Schrittweiteh bei exakter Losung der Teilevolutionen.

c) Ergénze das MATLAB-Templat® a4/ DanpPend. m das das Strang-Splitting-
Verfahren aus Teilaufgabe b) mit uniformem Zeitschhitt= % N € N, zur
Losung des Systems (4) alof 7] und Anfangswerty(0), v(0)) = (yo, vo) flr
allgemeine;(y) mit einer minimalen Anzahl von Auswertungen der Funktjon
implementieren soll.

d) Zeige (durch Gegenbeispiel), dass die auf dem ZeitgitteEileschrittverfahrens
ausgewertete Energie (5) beim Strang—Splitting Verfaimezinem Schritt auch
zunehmen kann.



