1 Nicoletta Andri

1 Der Simplex Algorithmus I

1.1 Einfiihrungsbeispiel

In einer Papiermiihle wird aus Altpapier und anderen Vorstoffen feines und
grobes Papier hergestellt. Der Erlés pro Tonne feines Papier belduft sich auf
10 SFr. und fiir grobes Papier auf 7.5 SFr. Der Altpapierverbrauch betrigt
0.6 Tonnen pro Tonne grobes Papier und eine Tonne pro Tonne feines Papier.
Maximal kénnen 15 Tonnen Altpapier verarbeitet werden. Die Herstellung
von einer Tonne feinem Papier erfordert 50 Kilogramm Vorstoffe und fiir ei-
ne Tonne grobes Papier werden 10 Kilogramm Vorstoffe bendtigt. Es stehen
hochstens 500 Kilogramm Vorstoffe zur Verfiigung.

Welches Produktionsprogramm bringt den grossten Erlos, wenn maximal 20
Tonnen grobes Papier abgesetzt werden kénnen?

Wir bezeichnen nun mit x; die Anzahl produzierter Tonnen feines Papier
und mit zo die Anzahl Tonnen grobes Papier. Dann ist der Erlos

10551 + 75.172

Dies ist die sogenannte Zielfunktion.

Die Zielfunktion soll maximiert werden unter den folgenden Nebenbedin-
gungen

x1+0.629 < 15 (Altpapier)
5021 + 1022 < 500 (Vorstoffe)
<

To 20 (Grobpapier)

Ausserdem miissen wir sicherstellen, dass die Variablen z; und x5 nicht ne-
gativ sind. Wir fordern also zusétzlich

21 20,29 20

Da sowohl Zielfunktion wie auch Nebenbedingungen linear in x; und x5 sind,
sprechen wir bei diesem Problem von einem linearen Programm oder kurz
(LP). Wir mochten also folgendes (LP) losen:

max 101171 + 751’2

unter 1+ 0.6 < 15
To S 20

fL’lZOaszO
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Graphische Interpretation

Damit ein Punkt zuldssig ist, muss er gleichzeitig alle Nebenbedingungen
erfiillen, einschliesslich Nichtnegativitdt. Deshalb nennt man diese Punkte
zuldssige Losungen und die Menge aller zuldssigen Losungen heisst zuléssi-
ges Gebiet.

Offensichtlich stellt jede Nebenbedingung ein Halbraum dar, in unserem 2D-
Beispiel die eine Seite der entsprechenden Gerade. Das zuléssige Gebiet ist
demnach der Durchschnitt dieser Halbrdume, also ein konvexes Polyeder.

20 X2 20

¥ 10 x1+7.5%2
x1+7.5x
X
\

x1+06x2 15

1 10‘® Y > 41

Abbildung 1: Graphische Losung des (LP)

Besitzt eine Grenze einer Nebenbedingung keinen gemeinsamen Punkt mit
dem zuléssigen Gebiet, so heisst diese Nebenbedingung redundant. Redun-
dante Nebenbedingungen kénnen ohne Einschrinkung aus den Betrachtun-
gen gestrichen werden.

Die Zielfunktion ist eine Kurvenschar. Sie beschreibt den Term, der maxi-
miert werden soll. In unserem Beispiel ist dies der Erlos

ZF: z = 10x; + 7.524

Im 2D-Fall sind die Niveaulinien fiir beliebige z-Werte Geraden. Andert sich
der Wert von z, so verschiebt sich die Niveaulinie parallel dazu.

Eine optimale Losung findet man, indem man die Niveaulinie der Zielfunk-
tion parallel in Richtung zunehmender Zielfunktionswerte verschiebt, bis sie
das zuléssige Gebiet gerade noch beriihrt. Fiir die Papiermiihle ist die opti-
male Losung folglich der Punkt C' mit (z1,x2) = (3,20). Der Erlos betrigt
somit 180 SFr. Die Optimallosung wird in einem Eckpunkt oder sogenanntem
Extremalpunkt angenommen.
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Mathematische Formulierung

Kanonische Struktur eines linearen Programms:

n

max z = E Cj[L‘j

j=1
unter Einhaltung der Nebenbedingungen

n
Zai]‘l’j S bi7 Z':]_,...,m
j=1

T 2 0, jzl,,n

Hierbei bezeichnet n die Anzahl Variablen und m die Anzahl Nebenbedin-
gungen.

In Matrixschreibweise:

max z = ¢l x

unter
Az < b
zr > 0

Wobei wir mit v; < vs meinen, dass komponentenweise ,,<“ gelten soll.

Durch die Einfithrung von sogenannten Schlupfvariablen y;, ¢ = 1,...,m
lasst sich die kanonische Form auf die sogenannte Standardform bringen,

namlich
n

max z = E CiT;

j=1
unter Einhaltung der Nebenbedingungen

n
E aijxjjtyi = bi, izl,...,m
j=1

Ly
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In Matrixschreibweise:
max z = ¢l x

unter

Ax+y =
r 2

Die Einfithrung von Schlupfvariablen wiirde bei unserem Beispiel folgender-
massen aussehen:

r1+0.620 +1y; = 15 (Altpapier)
50z, + 102 +y» = 500 (Vorstoffe)
ro+ys = 20 (Grobpapier)
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1.2 Wiederholung: Lineare Algebra

Wir miissen oft Gleichungssysteme der folgenden Form 16sen:
Ar=0b, AeR™" beR™

Hierzu bietet sich das Gaussverfahren an.

Um die Anzahl Losungen von Ax = b zu bestimmen, muss man eine Fallun-
terscheidung machen.

L. r(A|b) > r(A)
Ax = b hat keine Losung, weil sich b nicht als Linearkombination der
Spaltenvektoren von A darstellen lésst.

2. r(Alb) = r(A) = min(m,n),n <m
Az = b hat genau eine Losung.
3. r(A|b) = r(A) = min(m,n),m < n
Ax = b hat unendlich viele Losungen.
4. r(Alb) = r(A) < min(m,n)
Az = b enthdlt £k = min(m,n) — r(A) redundante Gleichungen, die

gestrichen werden konnen. Nach dem Streichen dieser Gleichungen be-
finden wir uns entweder im zweiten oder im dritten Fall.

Uns interessiert offensichtlich nur der dritte Fall. Wir gehen also im Folgenden
von 7(A) = m aus. Dann kénnen wir A folgendermassen umordnen.

A= [B|N] , B e Rmxmregulér, N e Rmx(n—m)
Entsprechend miissen wir auch  umordnen.
(o)
€Tr =
TN

Die Komponenten von zg heissen Basisvariablen, z sind die Nichtbasisva-
riablen.

Dann gilt
Az = [B|N] ( xB)
TN
BJ?B—{—NZL’N
b

Der (n — m)-dimensionale Losungsraum lésst sich folglich beschreiben als
L= {(xB,:UN)T | g = B™'b — B"'Nay,zy € R™™™ beliebig}

Eine sogenannte Basislosung von Ax = b erhélt man, indem man die Nicht-
basisvariablen gleich Null setzt:

(%)

Da die Wahl von B nicht eindeutig ist, gibt es natiirlich mehrere Basislosun-
gen.
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1.3 Polyedrische Mengen

Definition: (Polyeder)
Eine Menge P C R™ heisst polyedrische Menge oder einfach Polyeder, falls
P ein endlicher Durchschnitt von Halbrdumen ist, das heisst von der Form

P = {zeR"| Az < b}

= {:UGR”| []I]A](g):b,yzo}

Wenn man noch zusétzlich Nichtnegativitét fordert, dann gilt

P = {xeR”| [I[]A](i):b,xzo,yzo}

_ {(i)eR””ﬂ [H\A](i):b,xzo,yzo}

Ein Polyeder ist offensichtlich konvex.

Definition: (Extremalpunkt)

Ein Punkt x einer konvexen Menge X heisst Extremalpunkt, falls aus
r=Mr1+ (1 —=Nzxg, z1,29 € X, A€ (0,1)

folgt, dass
1 = Ty = T.

Satz: (Zusammenhang Basislosung-Extremalpunkt)

Betrachte P = {z | Az =b,x > 0}, A€ R™" b e R™ r(A) =m(< n).

x € P ist Extremalpunkt <= Es gibt eine Zerlegung A = [B|N| mit B
-1

regulir, xr = ( B ) = ( BO b ) mit B~ > 0.

TN

Beweis:
>a:>“:
—1
Sei A = [B|N], B regulir, z = ( B > - ( B0 ) B~ >0
N 0

Zu zeigen: x ist extremal

Sei x = A\xy + (1 — N)xg, x1,29 € P, A € (0,1).
Setze x1 = ( 1B ), Ty = ( T2B >
TiN T2N
Dann gelten
Bilb = )\QZlB + (1 — /\)1’23
0 = )\371]\[ + (1 - )\)332]\]
Weil x1, x5 € P gilt, sind alle Komponenten nichtnegativ. Deshalb folgt aus

der zweiten Gleichung
TN = Ton = 0



6 Nicoletta Andri

Weil B regular ist, folgt aus der ersten Gleichung
1B = 2B = Bilb
Damit ist die eine Richtung gezeigt.

7 “:
Sei x € P extremal.

-1
Zu zeigen: Es gibt eine entsprechende Zerlegung A = [B|N] und = = ( B 0 b )

mit B~ > 0.
Ordne A so, dass © = (x1,...,2,0,...,0)7

Behauptung:  Die ersten k Kolonnen von A sind linear unabhéngig.
Annahme:  Die ersten k Kolonnen von A sind linear abhéngig.

Dann gibt es ein A € R*, X\ # 0 mit Zle Aia; =0 bzw. A < 8 ) =0.

Setze:t’:aH—oz-(6\),:1:’/:3:—@-(6\) mit o > 0 klein genug, so

dass 2/, 2” immer noch zulassig sind. Dies kann folgendermassen konstruiert
werden:

Definiere
. Z;
o1 = min {——Z A <O}
1<i<k py
. Z;
as = min {—Z )\i>0}
1<i<k | A\;

Wihle a € (0, min {o, as})

Weil A # 0 ist, kdnnen die beiden Mengen {—i—
nicht beide leer sein. « ist entsprechend wohldefiniert.
Weil A # 0 und « > 0 sind, ist «’ # 2”.

2/, x” sind in P, weil

A < 0} und {A—

/\i>0}

Axr = Aa:—l—ozA(é):Ax:b
=0
1 A
Ax" = Aa:—aA(O)—Ax—b
=0

Nun gilt aber

1 1
x = 53:’ + 59&”.

Dies ist ein Widerspruch zur Extremalitdt von x. Die ersten £ Kolonnen von
A miissen also tatséchtlich linear unabhéngig sein.
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Weil r(A) = m ist, kann man (aq,...,a;) durch weitere (m — k) Vekto-
ren agyq, ..., a, € A\ {a1,...,a;} zu einer Basis ergénzen.
Definiere B = (ay, ..., ag, Ggy1,- - -, @) und zerlege A entsprechend:

A = [B|N]

Weil x € P ist, gilt

Ax:[B\N](wB):b

TN

Wegen der Regularitit von B gilt
B'b=x=(v,...,24,0...,00" >0

Damit ist auch die zweite Richtung gezeigt. q.e.d.

Jede zuldssige Basislosung entspricht also einem Extremalpunkt des Poly-
eders, und umgekehrt lédsst sich jedem Extremalpunkt des Polyeders eine
Basislosung zuordnen. Diese Zuordnung ist eindeutig, falls die Basislosung
nichtdegeneriert ist.

Definition: (Degeneriertheit)
Eine (zuléissige) Basis B heisst degeneriert, falls es ein ¢ gibt mit (B~'b); = 0,
und nichtdegeneriert, falls B~1b > 0.

nichf degeneriert

\ /

degenenert

Abbildung 2: Degenerierte Basislosung

Definition: (Extremalrichtung)
Sei X C R” eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge. Dann heisst
d € R" Richtung in X, falls x + Ad € X, fiir alle A > 0 und x € X.

Eine Richtung d heisst Extremalrichtung, falls fiir Richtungen d,d, gilt,
dass aus d = A\idy 4+ Xads, A1, Ao > 0 folgt, dass d; = ads, fiir ein o > 0.
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Satz: (Darstellungssatz von Polyeder)
Jedes Polyeder P kann eindeutig geschrieben werden als

P=Q+C, Q:=conv{xy,zg,...,x21},C :=coned{dy,ds,...,d}

1.4 Dualitat
Primale Aufgabe (LP):

max clx

unter Az < b
z > 0
Duale Aufgabe (LD):
min bly
unter ATy > ¢
y =2 0

In unserem Einfithrungsbeispiel ist die duale Aufgabe

min 15y1 + 500y2 + 15y3
unter y1 + 50y2
0.6y1 + 10y2 + y3

y1 20,92 2 0,y3 =20

10
7.5

Vv IV

Lemma: (Schwache Dualitét)
Sei x eine zuldssige Losung von (LP), y eine zuléssige Losung von (LD).
Dann gilt

e <bly

Beweis:
e < (yTA)e =yt Az < yTb =0Ty q.e.d.

Korollar: (Zertifikat)
Seien z*, y* zuléssig fiir (LP) resp. (LD) und es gelte bTy* = ¢T'z*. Dann
sind z*, y* optimal fiir (LP) resp. (LD).

Satz: (Dualitétssatz der linearen Programmierung)
Seien A € R™*" b e R™, ¢ € R". Dann gilt

max {c'z | Av < b,z >0} =min{b"y | ATy > ¢,y >0}
sofern beide Aufgaben zuldssige Losungen besitzen.
Beweis:

Fiir den Beweis dieses Satzes verwenden wir das Lemma von Farkas, das wir
hier ohne Beweis auffiihren.
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Lemma: (Farkas)
Gegeben seien eine Matrix A € R™*" und ein Vektor b € R™. Dann hat
genau eines der beiden folgenden Systeme eine Losung:

1. 3z > 0 mit Az <b

2. Jy > 0 mit y7A> 0 und yTb <0

Um den Satz zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass es ein z > 0 und ein y > 0
gibt mit

o Ax <b,
o ATy >,

o ¢z > bTy. (Mit der schwachen Dualitét folgt ndmlich ¢’z = bTy.)

Das heisst, wir miissen zeigen, dass es ein z := ( 5 ) > 0 gibt mit

A A 0 . X
Az = | = " ( ) < 0 =:b.
0 AT y —c

Gemiéss Farkas-Lemma hat genau eines der folgenden zwei Systeme eine
Losung;:

1. 32> 0 mit Az <b

2. ds > 0 mit STAZOund sTh < 0.

Zu zeigen: Das zweite System hat keine Losung.

Das heisst, wir zeigen, dass fiir alle (u,v,w) > 0, u € R™ v € R,w € R™ mit
ul'A—wvel >
obT —wT AT >

gilt uTb — whec > 0.
Hierzu machen wir eine Fallunterscheidung.

1. Fall: v >0

vV
I
S
=
s
S
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2. Fall: v=0

In diesem Fall gilt

uTA>0
—wT AT >0

Weil (LP) und (LD) zuléssig sind, gibt es ein 2* > 0 und ein y* > 0 mit
Az* <bund ATy* > c.

Folglich gilt

\Y
<
~
'S
EQ.)-)6

ul'b

(ALY
=7 °
~
N
< 3
*@*

I
g
o

q.e.d.

Korollar:  Besitzt (LP) eine endliche Optimallosung x*, so besitzt auch
(LD) eine endliche Optimallosung y* und es gilt ¢’z* = bTy*.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, dass (LD) eine zuléissige Losung besitzt.

Annahme: Es gibt kein y > 0 mit ATy > c.
Das heisst, es gibt kein y > 0 und kein s > 0 mit ATy — s = ¢ bzw. es gibt

keinv::(?;)mit [AT;-H](?;):Q

Nach dem Farkas-Lemma muss es folglich ein z > 0 geben mit 2z7[AT|-T] <0
und z%c > 0.

Also gilt
z > 0
Az < 0
'z > 0

Dies bedeutet aber, dass z eine Richtung mit wachsendem Zielfunktionswert
fiir (LP) ist. Denn fiir alle A > 0 ist x + Az zulédssig:
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Fiir den Zielfunktionswert gilt

T T T T
c(x+X 2)=cax+Ac 2z >cx.
(z + Az) +Ag 2>
>0
Man kann also A immer grésser machen, bleibt immer im zuléssigen Bereich

und der Zielfunktionswert wéchst immer mehr an. Dies ist ein Widerspruch
zur Endlichkeit der Optimallésung «* von (LP).

q.e.d.

Satz: (Komplementarititssatz)
Sei z* eine zuléssige Losung von (LP) und y* eine zulédssige Losung von (LD).
(*, y*) sind genau dann Optimallosungen der entsprechenden Probleme, falls

1.
g aijy; =cjoder x; =0, j=1,...,n
i=1
2.
n
E aijz; =c;oder y; =0, i=1,...,m.
Beweis:

Seien x*, y* primal bzw. dual zuldssig. Dann gelten

m
¢z < (Zazjy;’) r;, j=1...,n

i=1
2.
(Zaw ) yr <by;, i=1...,m.
Summieren wir die erste Ungleichung iiber 7 = 1,...,n und die zweite Un-
gleichung iiber ¢ = 1,...,m, so erhalten wir
1. . . -
Z cjx; < Z (Z aijyf> x}“
j=1 j=1 \i=1
2.

Zm: (Za” )y <szyl.

=1

Folglich gilt

n m
Z cjry < Z biy; .
j=1 i=1

Damit Gleichheit gilt, miissen beide Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt
sein. Dies ist nur der Fall, wenn fiir alle ¢ und fiir alle j gilt



12 Nicoletta Andri

m
* _ *
r; =0 und/oder c¢; = E ai;y;,
i=1

y? =0 und/oder b; = Zaijx;.

j=1

q.e.d.

Zulassigkeit und Komplementaritét lassen sich auch folgendermassen zusam-
menfassen.

Satz: (Kuhn-Tucker)
(x*,y*) sind genau dann ein Paar von Optimallosungen zu (LP) und (LD),
wenn sie die nachfolgenden Gleichungen erfiillen.

1. Az < b, 2" >0
2. ATy* > ¢, y* >0

3. ()T (ATy* —¢) =0
(y) T (—=Az*+b) =0



