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1 Die Monte Carlo Methode

Die Monte Carlo Methode ist eine numerische Methode zur Lésung mathemati-

scher Probleme mit Hilfe der Modellierung von Zufallsgrossen.

1.1 Berechnung der Zahl 7

Dieses Beispiel zeigt, wie die Zahl m mit Hilfe der Monte Carlo Methode er-
mittelt werden kann. Betrachte dazu das Einheitsquadrat I = [0, 1] x [0, 1] und
das Teilgebiet D = {(£,n)[&* +n* <1,£ > 0,7 > 0}. Das Verhiltnis des Fla-
cheninhaltes des Viertelkreises und dem Eineitsquadrat betriagt m/4. Die Idee
ist nun zuféllige Zahlen (z,y) zu generieren, wobei x ~ Uniform|0, 1] und y ~
Uniform|0, 1]. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt in [a, b] X [c,d],
0<a<b<1,0<c<d<1liegt gleich (b —a) (d — ¢). Generiert man mit Hilfe
eines Generators (z.B. Linearer Kongruenzgenerator) mehrere zufillige Punkte
im Einheitsquadrat und bestimmt man die relative Haufigkeit der Punkte, die im
Gebiet D liegen, so erhélt man einen Schétzwert fiir 7/4. Die Zahl 7/4 kann also
als Erwartungswert einer Zufallsvariablen aufgefasst werden und somit durch den

empirischen Erwartungswert (d.h. Aritmethischem Mittel) geschétzt werden.

Generieren wir z ~ Uniform[0, 1] und y ~ Uniform|0, 1], so kénnen wir kontrol-
lieren, ob z? + y? < 1 ist, und somit in D liegt. Sei n’ die Anzahl solcher in D
liegenden Punkte, und sei n die Anzahl aller generierten Punkte. Dann ist n’/n

eine Ndherung fiir 7/4.

Abbildung 1: Die roten Punkte liegen in D, die schwarzen ausserhalb. Quelle:
http://de.wikipedia.org/wiki/Monte-Carlo-Simulation
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1.2 Geschichte der Monte Carlo Methode

Als Geburtsjahr der Monte Carlo Methode gilt das Jahr 1949, in dem eine Arbeit
mit dem Titel "The Monte Carlo Method’ erschien. Als Griinder dieser Methode

sind die Mathematiker J. v. Neumann, N. Metropolis und S. Ulam anzusehen.

Die theoretischen Grundlagen der Monte Carlo Methode waren schon seit lan-
gem bekannt, aber solange keine elektronischen Datenverarbeitungsmethoden zu
Verfiigung standen, konnte diese Methode keine breite Anwendung finden, da die

Simulation von Zufallsgrossen von Hand viel zu aufwendig ist.

Die Bezeichnung '"Monte Carlo Methode” geht auf die Stadt Monte Carlo im Fiirs-
tentum Monaco zuriick, die besonders durch ihr Spielcasino bekannt geworden ist.
Eines der einfachsten mechanischen Geréten zur Realisierung von Zufallsgrossen

ist namlich das Roulette.

1.3 Monte Carlo Integration

Sei f :[0,1]? — R. Das Integral

9:/01---/01f(x)dx

kann als Erwartungswert von i.i.d. (independent, identically distributed) gleich-
verteilten Zufallsgrossen auf [0,1] aufgefasst werden, d.h. E[f(Uy,...,U,)] mit,
Ui, ..., U, ii.d.~ Uniform|0, 1]. Das Integral kann man approximieren, indem man
N x p Werte U, 1,...,U;p, © = 1..N erzeugt, und dann das arithmetische Mittel

berechnet,
1 X
8 - N ZZI f(U@l, ceey Ui,p)-

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, falls das zweite Moment existiert, dass
die Konvergenzgeschwindigkeit 1/v/ N ist.

2 Markovketten

2.1 Grundbegriffe

Im allgemeinen Fall haben wir folgende Definition:

Definition 1 Sei X beliebiger Raum mit o-Algebra F. Ein Kern P auf (X, F)
ist eine Abbildung von X x F — [0,1] so dass,
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o P(z,-) ist eine Wahrscheinlichkeit auf (X, F), fir alle z € X
e P(-, A) ist eine messbare Funktion fir alle A € F

P(z, A) gibt also die Wahrscheinlichkeit an, mit der man von einem Zustand x
zu einem beliebigen Ereignis A gelangt. Jedem Wahrscheinlichkeitsmass v wird

durch den Kern ein Wahrscheinlichkeitsmass zugeordnet, durch

vP(A) = /V(dw)P(x,A).

Im Fall, wo X endlich ist, ist der Kern einfach eine Matrix P = (P(i, j)), jcx mit
nichtnegativen, zwischen 0 und 1 liegenden Elementen, so dass die Zeilensumme
gleich 1 ist. P(7,7) gibt die Wahrscheinlichkeit an, von einem Zustand i zu ei-
nem Zustand j zu gelangen. v P entspricht dann der Multiplikation von einem

Zeilenvektor von Links.

Definition 2 Eine Markovkette auf (X, F) mit Startverteilung vy und Uber-
gangskern P ist eine Folge von Zufallsvariablen (Xg, X1, Xo, ...) mit Werten in X

derart, dass
o P[X() S A] = Vo(A)
e P[Xi11 € AlXy =m4,..., Xo = 2] = P[Xi11 € A|X; = 1]

Eine Markovkette beschreibt also eine diskrete Zeitentwicklung auf X mit klei-
ner Abhéngigkeit, denn der néchste Zustand hingt nur vom jetzigen Zustand ab,
jedoch nicht von der Vergangenheit. Der Kern beschreibt also die bedingte Vertei-
lung des néchsten Zustandes gegeben der jetzige Zustand. Einfache Folgerungen

sind die folgenden:
P[Xt-l-k € A|Xt = Ty, "‘JXO - 1}'0] = Pk(be)

und

P[X, € A] = 1, P!(A).

Definition 3 Fine Wahrscheinlichkeitsverteilung I1 auf (X, F) heisst invariant

oder stationdr fir einen Ubergangskern P, falls gilt
Inp =1I.

Definition 4 Fine Wahrscheinlichkeitsverteilung 11 auf (X, F) heisst reversibel
fiir einen Ubergangskern P, falls gilt

[(dz) P(x,dy) = 11(dy) P(y, dx).
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Definition 5 Ein Ubergangskern P heisst irreduzibel, wenn eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung VU auf (X, F) ezistiert so dass Y, P*(xz,A) > 0 fir alle
AeF mit V(A) >0, fir alle x € X.

Nun zu den Bedeutungen dieser Definitionen. Falls wir als Startverteilung eine
invariante Verteilung Il wahlen, dann haben alle weiteren X; die Verteilung II.
Bei Startverteilung IT bedeutet Reversibilitét, dass (X, X1) und (X, Xo) dieselbe
Verteilung haben. Es gilt auch, dass Reversibilitdat die Invarianz impliziert.

Ist ein Ubergangskern irreduzibel, so kann man bei beliebiger Startverteilung mit

positiver Wahrscheinlichkeit jeden anderen Zustand erreichen.
Satz 6 Sei P irreduzibler Kern mit invarianter Verteilung 11. Dann ist 11 die

einzige invariante Verteilung und es gilt:

1
n-+1

P

zn:h(xt) — /h(m)ﬂ(dm)|X0 = :v] =1
=0
fiir Tl-fast alle x € X, Yh mit [ |h(x)|Il(dz) < co.

Zu bemerken ist, dass [ h(z)II(dz) einfach der ausgeschriebene Erwartungswert
En[h(X)] ist. Der Satz besagt also, dass uns die Irreduzibilitit eine eindeutige

invariante Verteilung liefert, und dass das Gesetz der Grossen Zahlen gilt.

2.2 Beispiele

1. Eine Markovkette kann man als gewichteten, orientierten Graphen darstel-
len. Die Knoten stellen die Zustdnde der Markovkette dar, und ein Pfeil
mit dem Gewicht P(i,7) verbindet den Zustand i zum Zustand j, falls
P(i,7) > 0. Fiir das Beispiel, das in Abbildung [2 abgedildet ist, lautet die

stochastische Matrix
1/2 1/2
P = / / )
1 0

Ausserdem sieht man dem Graphen an, dass jedes Element erreicht werden
kann, d.h. P; ist irreduzibel.

2. Fiir das Beispiel, das in Abbildung (3l abgedildet ist, lautet die stochastische
Matrix
1/3 2/3 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1/4 3/4

Py =



MARKOVKETTEN MONTE CARLO (MCMC) 6

RN
e

1/2

Abbildung 2: Der Graph von der Markovkette mit P,

Ausserdem sieht man dem Graphen an, dass nicht jedes Element erreicht
werden kann, beispielsweise kann man vom Zustand 1 oder 2 die Zusténde
3 und 4 nicht erreichen, d.h. P ist reduzibel.

TN
e Do

Abbildung 3: Der Graph von der Markovkette mit P

3 Markovketten Monte Carlo (MCMC)

In diesem Kapitel besprechen wir die Standardmethode zur Simulation von Ver-
teilungen in hohen Dimensionen. Die uns interessierende Verteilung bezeichnen
wir mit II. Die Grundidee besteht darin, eine rekursive Folge X; so zu erzeugen,
dass X, fiir grosse t die Verteilung II hat. Wir wollen also eine Markovkette bilden,
wobei die Uberginge so gew#hlt werden, dass, falls X, die gewiinschte Verteilung
IT hat, auch alle weiteren Variablen X, 1, X, o, .. die Verteilung II haben, d.h. II
ist eine invariante Verteilung. Anschliessend wenden wir das Prinzip, das wir im

Abschnitt [1.3 kennen gelernt haben an, und erhalten folgende Approximation

/ h(@)T(dz) = By [h(X)] ~ N—;m S h(X,), wobei X, ~ 11

Damit diese Approximation sinnvoll ist, miissen wir einen Ubergangskern wéhlen,

der folgende Bedingungen erfiillt:

e P ist irreduzibel,
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e II ist invariant fiir P (reversibel geniigt),
e Die Simulation geméss P(x, -) soll einfach sein fiir alle z.

Satz 6] liefert uns dann die Giltigkeit des Gesetz der Grossen Zahlen.

3.1 Metropolis-Hastings Algorithmus

Der Metropolis-Hastings Algorithmus liefert uns ein Rezept, um solche Kerne
zu konstruieren. Wir wollen einen Kern finden, so dass II reversibel ist fiir P
(daraus folgt, dass II auch invariant ist fiir P). Im diskreten Fall miissen wir also

das folgende Problem losen:
(i) P(i,j) = ()P, 1) Vi, j.

Zu beachten ist, dass wir fiir jedes i < j entweder die Wahrscheinlichkeit P(i, j)
oder P(j,1) wihlen miissen, denn die andere ergibt sich aus der Reversibilitatsglei-
chung. Weiter ist zu beachten, dass die Zeilensumme des Ubergangskerns gleich
1 sein muss, d.h. Y-, P(i,j) = 1. Falls die Zeilensumme iiber i # j kleiner ist als

1, kénnen wir P(i,4) so wéhlen, dass die Summe 1 ergibt.

Folgende Konstruktion liefert uns einen Ubergangskern P, fiir den unsere Ziel-

verteilung Il invariant ist.
1. Nehme eine beliebige Ubergangsmatrix @ s.d.

Qi,5) >0 Q(j,i) >0

d.h. falls ich nicht vorschlage von ¢ nach j zu gehen, schlage ich auch nicht

vor von j nach ¢ zu gehen.

2. Fiir jedes i < j setze entweder

oder _
o N 1 (G
b) P(]al) - Q(]vl) und P(Zvj) - m@(]az)
3. Wir wollen, dass P(i,j) < Q(i,7) und P(j,7) < Q(j,7), damit die Zeilen-
summe
ST Pg) <Y QG <1
i i

Dann kdnnen wir P(i,4) =1 — 3, P(i, j) wihlen.
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4. Aus 2. folgt somit, falls wir a) nehmen, dass P(j,i) = g((;))Q(z,j) < Q(j,1)

ist, genau dann wenn I1(¢)Q(7,7) < I1(7)Q(4,7). Ist dies nicht erfiillt, so
fithrt 2b) zum Ziel.

Fassen wir nun zusammen, ergibt sich fiir P somit:

Pli.d) = min (QUid). QU ) = Qi Jali )

wobei (s -
a(i, j) = min (1, M) <1
(#)Q(, )
@ heisst Vorschlagsdichte und a heisst Akzeptierungswahrscheinlichkeit.

Ich nehme also an, ich kann von @);. simulieren, wie kann ich denn mit P, simu-

lieren?
Algorithmus 7
1. Generiere U ~Uniform(0, 1) und gegeben X; = i, schlage Y mit
PlY = j] = Q(i,7) vor, d.h. Y ~ Q(1,-).
2. Falls U < a(i,Y), setzte X, 1 =Y, sonst Xy = Xy = 4.
Wir haben also nach dem Durchlauf des Algorithmus
PlY = jlX; =] = Q(i, j)a(i, j) fir j#1

und

PlY =ilX,=i]=1- Y Q(i,j)ali, j)

JJ#i
3.1.1 Das Ising Modell

Das Ising Modell realisiert eine sehr einfache Vorstellung von einem Ferromagne-
ten. Wir betrachten hier das Ising Modell in 2D. Atome sitzen in den Ecken von
einem 2-dimensionalen Gitter. In jeder Ecke ¢ hat ein Atom ein positiver Spin
(d.h. o; = 1) oder negativer Spin (d.h. o; = —1). Jedes Paar von Orte ¢ und j
hat eine Interaktionsenergie J; jo;0;, welche nicht nur von den jeweiligen Spins

abhéngt, sondern auch von dem Abstand zwischen denen.

Dann hat das Ising Modell folgende Energiefunktion

E(O‘) = —Z Ji,jaiaj - BZO‘k,
1,J k
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wobei o eine Konfiguration ist, d.h. o ist eine beliebige Wahl von den Spins (d.h.
o€ {—1,1}", wobei wir m Atome haben), und B bezeichnet eine Konstante, die

vom ausseren Magnetfeld abhéngt.

Es ist zu bemerken, dass die erste Summe {iber die Paare {i, j} geht, die mitein-

ander interagieren, iiblich sind die direkten Nachbarn.

In vielen Anwendungen interessieren wir uns fiir eine Funktion (o), deren ge-
schitzter Erwartungswert uns schon fundamentale Informationen liefert. Im Ising

Modell wird der Erwartungswert 6 iiber alle Konfigurationen gebildet:
1
0= i) ; h(o)exp(—FE(o)/kT).
Der Normierungsfaktor ist die Zustandssumme
Z(T) =) exp(=E(0)/xT),

wobei T' = Temperatur und k = BoltzmanKonstante. Wir mochten also einen

Schétzer fur 6 finde.

Eine Option wire, alle Konfigurationen von der Verteilung II, wobei

_ exp(=F(0)/sT)
o) =—"2m

zu wahlen, so dass das arithmetische Mittel von M Proben

1

Qzﬂzk:h(ak)ﬁe.

Das Problem besteht aber darin, dass es eben nicht so einfach ist, direkt von II

Zufallsgrossen zu erzeugen.

Eine weitere Option wire eine aperiodische, symmetrische Markovkette zu kon-
struieren, so dass die Konvergenzverteilung II ist. Man kann eine solche Markov-
kette konstruieren, wenn man beachtet, dass durch die Anderung nur eines Spins,
der Energie nur eine einfach zu berechnende Anderung AE zugefithrt wird (da

sich nur einige Terme in der Summe &dndern).

Zum Schluss geben wir noch einige Beschreibungen, was mit dem Ferromagneten
passiert, wenn sich die Temperatur verandert. Bei kleinen Temperaturen liegt der
Ferromagnet in geordneter Phase vor (alle Spins o; sind entweder 1 oder -1) , und
es liegt eine Magnetisierung vor. Wird eine kritische Temperatur tiberschritten,
so findet ein Phaseniibergang statt, namlich in eine ungeordnete Phase, in der die

Spins willkiirlich orientiert sind, vergleiche dazu Abbildung 4.
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3.2 Schlussbemerkungen

Obwohl MCMC beeindruckende Fortschritte gemacht hat, ist etwas im Hinterkopf
zu behalten: Monte Carlo ist ein Ausweg, den man nur wéhlen sollte, falls keine
exakte analytische Methode oder kein endlicher numerischer Algorithmus zur
Verfligung steht. Man sollte auch nur fiir eine gewisse Zeit simulieren, namlich
bis dahin, wo man denkt, man hat die Zielverteilung erreicht, denn es gibt auch
Probleme, fiir die bewiesen wurde, dass die Konvergenzgeschwindigkeit extrem

langsam ist. Ein Beispiel ist das Ising Modell.
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Phasenuebergang tritt auf fuer Temperatur > 2.269

Startwert iid

Temperatur = 10, 1000 terationen

Temperatur = 2,263, 1000 terationen

Temperatur =1 .33, 1000 kerationen

Abbildung  4:

sche

Spinrichtung  bei

Temperatur

Temperatur =1 66, 1000 terationen

Temperatur =1 .11, 1000 terationen

verschiedenen  Temperaturen,  kriti-

ist 2.269. Bilder wurden produziert mit R-Code von

http://www.stat.math.ethz.ch /~kuensch/
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