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1 Die Fouriertransformation

Geschichte 1.1. Die Fourier Transformation (lat. die Umformung) ist nach dem
beriithmten franzosischen Mathematiker und Physiker Jean Baptiste Joseph Fouri-
er (geboren am 21. Mérz 1768 in der Ndhe von Auxerre, gestorben am 16. Mai
1830 in Paris) benannt. Doch worum handelt es sich bei der nach ihm benannten
Transformation? Wir mdéchten mit dieser Arbeit einen kleinen Einblick in ein paar
auserwihlte Resultate der L'- und L?- Theorie geben. Die meisten dieser Resultate
sind ohne Beweis angegeben, da das Papier im Rahmen des Seminars “Harmonische
Analysis” im Herbstsemester 2007 an der ETH Ziirich bei Prof. M. Struwe entstan-
den ist. Die ersten beiden Kapitel sollen dazu dienen, die Grundlagen bereitzustellen,
auf welche im Kapitel 3 - wenn es darum geht den Satz von Plancherel (1885 - 1941)
zu beweisen - verwiesen wird. Kapitel 4 schliesst die Arbeit mit einer Anwendung
dieses wichtigen Satzes. Doch genug der einleitenden Worte und auf zur Frage, was
die Fourier Transformation iiberhaupt ist.

Definition 1.1. Fiir f € L'(R") ist die Fouriertransformierte f definiert als

fla)i= [ (re 2y (11)
Ve € R".

Definitionen sind schén und gut, Beispiele veranschaulichen eine Definition jedoch
erst, wir wollen also einmal solch eine Fouriertransformierte einer Funktion f(¢)
berechnen:

Beispiel 1.1. Sei f(t) = 1|_4(t) ein Signal der Stérke 1, welches bei -b auftritt

und bei b wieder erlischt. Fiir die Fouriertransformierte f(z) erhalten wir dann:
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f(ZL') — / (6_2mm1[_b7b])dt :/ (e—QzTrta:)dt
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= (mr)sin(Qﬂ'bx) = @) sin(bx)

Und fiir ¢ = 0 gilt: f = 0.



Es folgt nun sogleich der erste Satz, welchen wir hier aber nicht beweisen wollen.
Satz 1.1. f € L'(R™) so folgt:

1Flloe < 11, (1.2)

ausserdem st f gleichmdssig stetig und f—>f linear.

Unverziiglich dréngt sich der néchste nicht ganz so triviale Satz auf.

Satz 1.2. (G.F.B.Riemann (1826-1866) und H.L.Lebesque (1875-1941))
f e LY(R") und f(x) #1520 dann folgt:

feCo. (1.3)

Der Beweis basiert auf einem Dichtheitsargument und gehort gewiss nicht zu den
spannendsten Beweisen der Mathematik, weshalb wir ihn hier nicht beweisen
mochten. Stattdessen halten wir noch ein paar interessante Eigenschaften der
Fouriertransformation fest.

Bezeichnung 1.1.
(T f) (@) = f(z = h)
mit h € R"

Es gelten nun folgende bemerkenswerte Eigenschaften:

Korollar 1.3.
(i)

Tof (@) = €277 f(z) (1.4)
(i) - A
e2rith f(z) = (1,f) () (1.5)

Korollare werden nach Prof. Dr. M. A. Knus nicht bewiesen und so wollen wir
diesen Mythos hier nicht brechen und definieren deshalb nun die Faltung:

Definition 1.2. Sei f,g € L'(R"), dann ist die Faltung h := f * g definiert durch

hw)i= [ (=)o) (16)

Vx € R".

Bemerkung 1.1. Wir bemerken, dass die Faltung symmetrisch ist, dass also gilt:

/n(f(w - y)9(y))dy = /n(f(y)g(ﬂf —y))dy. (1.7)



Bemerkung 1.2. Die Funktion f(z — y)g(y) ist eine messbare Funktion in den
beiden Variablen x und y. Weiter ist die Faltung assoziativ ((f*g)*h = f*(gxh)),
distributiv (f * (g + h) = f *x g + f * h), assoziativ mit der skalaren Multiplikation
(a(f*g) = (af)*xg = f*(ag) und a € R) und es gilt die Ableitungsregel (D(f*g) =
(Df)*g=fx(Dg))

Fiir diese Faltung gilt nun der niitzliche Satz 1.4:

Satz 1.4. f,g € L'(R") dann gilt:

frg=h=fg. (1.8)
Wir erwdhnen der Vollstandigkeit halber noch:

Korollar 1.5. Fiir g € LY(R"), f € LP(R") mit 1 < p < oo und h := fxg € LP(R")
gilt die Ungleichung
1+ gll, = Il < 171, gl - (1.9)

2 Die Inverse der Fouriertransformation

Hat man einmal die Fouriertransformation definiert, so wiirde man sich nun
eigentlich wiinschen, dass sich aus f(t) nun f(x) rekonstruieren ldsst. Man ist nun
natiirlich unverziiglich versucht, wie folgt anzusetzen:

f@) = [ (Fe 2.1)

So ohne weiteres, konnen wir das aber nicht schreiben, woher sollen wir denn
wissen, dass f(t) geniigend schnell abfillt? Wie sollen wir nun diesem Problem
begegnen? Es ist hier weder der Platz noch das Verlangen vorhanden, die
folgenden Ausfithrungen im Detail zu besprechen, doch im wesentlichen geht es
darum, dass wir f mit einer Funktion ¢, falten - wobei @, := Einnp(%) und p(z) die
sogenannte Gaussfunktion ist - und die Funktion f somit gldtten.

Definition 2.1.

o(x) = e 1 (2.2)
() heisst Gaussfunktion.

Lemma 2.1. Es gelten die folgenden Aussagen:

()

/n(e‘ff'2 )dz = (47)% (2.3)
(i1)




(iii) y € R" =
e2mity 4 e—47r2e\t|2($) — %67‘147?‘2
(4me)=

Definition 2.2.

2
—[t]

W(t,a) = (4ra)2 e ia

Dann heisst W (t, ) Gauss-Weierstrass - Kern.

Fiir diesen Gauss-Weierstrass - Kern gilt:

Korollar 2.2.
[ (@it — [ (oW t.a)ds
Va > 0 und weiter gilt auch:
/ (W(z,a))dr =1

Va > 0.

Diese Resultate werden fiir den Beweis des Satzes von Plancherel gebraucht,

weshalb wir sie hier angeben wollten. Bevor wir nun weiterfahren kénnen,
benétigen wir den Satz 2.3:

Satz 2.3. f,g € L'(R") dann gilt:

[ @iz = [ (f@)(a)da,

/n(f(x / / 2™V 4t) g () dx

Mit dem Satz von G.Fubini (1879-1943) folgt nun

= [ ([ ity
= [ ([ (@emans )

- / (F(D3()de
Rn

Beweis.

Definition 2.3.
M) = [ (Fla)e s

heisst Gauss-Mittel zum Niveau € von f € L*.

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)



Es gilt nun das Lemma 2.

Lemma 2.4. ¢ € L'(R"), [(¢) =1, pc = Lop(e7'z), f € LP(R") so gilt:

e—0
If*ee—fll, =0 (2.11)

Damit erhalten wir:
Satz 2.5. Die Gaussmittel von

(f(@)e*™) () (2.12)
konvergieren in L*(R™) gegen f(t).

Dies bringt uns abschliessend zum folgenden Resultat:

Satz 2.6. Sei f und f € LY(R™), dann gilt fiir fast alle x € R™

fa) = / (Fa)ermieyar, (2.13)

Mit diesen Resultaten im Rucksack kénnen wir uns nun auf den Weg machen, den
Satz von Plancherel zu formulieren und anschliessend zu beweisen. Doch alles der
Reihe nach, noch sind wir nicht ganz so weit. Es fehlen noch ein paar
abschliessende Schlussfolgerungen und Ergebnisse der L' - Theorie bevor wir uns
Kapitel 3 widmen konnen.

Falls f(z) = 0 fast iiberall (= f € LY(R")), so folgt aus Satz 2.6 f(t) = 0 fiir
fast alle t. Setzten wir f = fi1 + fo, so ergibt sich die Eindeutigkeit der Fourier-
Transformierten:

Korollar 2.7. Seien f1, fo integrabel und fi(z) = fo(x) fir fast alle x € R™. Dann
gilt f1(t) = fa(t) fast iberall.

Wir untersuchen nun unter welchen Vorraussetzungen es einen Ausdruck gibt, in
Zusammenhang mit der Fourier-Transformierten f, welcher nur punktweise gegen
die urspriingliche Funktion f konvergiert.

Definition 2.4. Sei f € L} (R"). Ein 2 € R" heisst Lebesgue-Punkt von f, falls

loc

liml/ F(z — 1) — f(z)]dt =0,
B<(0)

r—0 rn

Die Menge solcher Punkte wird als Lebesgue-Menge von f bezeichnet.

Es ldsst sich relativ einfach zeigen, dass fiir ein f € L} _(R™), fast alle x € R"
Lebesgue-Punkte von f sind.

Der folgende Satz beantwortet unsere Frage. Sein Beweis beruht auf einer Reihe von
recht technischen Abschitzungen und wird hier nicht angefiihrt.



Satz 2.8. Sei ¢ € LY(R"), fir ¢ > 0, ¢(z) := e "¢(x/e) und definiere 1(x) =
inf{C € [0,00;V[t| > [z| : [¢(t)] < C fii.} = esssuppy sy 0(t)|. Falls nun f €
LP(R™), 1 < p < oo, dann gilt

e—0

lim (f % ¢¢)(x) = f(x) . o(t)dt

fiir jeden Lebesgque-Punkt x von f, also fast tiberall.

Nimmt man als ¢, den Gauss-Weierstrass Kern, so ergibt sich lime_o(f * ¢¢)(x) =
f(x) fast iiberall.
Die Lebesgue-Menge von f enthélt insbesondere auch die Stetigkeitspunkte von f.
Somit lasst sich der Satz auf solche Punkte anwenden und wir erhalten zun#chst
mit Korollar 2.2

lim [ f(z)e ™ de = lim(f * ¢)(0) = £(0),
e—0 R» e—0

falls f stetig in 0 ist. Aus Fatou’s Lemma folgt schliesslich

Korollar 2.9. Sind f € L*(R™), f >0 und f stetig in 0, dann ist f € L'(R") und
es gilt fast tiberall
it = [ fa)eds,
R"L

—

f € L'(R") hat ausserdem zur Folge, dass die obige rechte Seite gleich J_; f ist, also
nach Satz 1.1 eine gleichmiissig stetige Funktion, wobei 0, f := f(ax) fiir a € R.

2|2
Beispiel 2.1. Da ¢.(z) := (471')7%67% > 0 lasst sich das Korollar anwenden und
man erhilt die Identitét

2042 ;
e47r elt]* _ qﬁe(x)e%’mdx.
Rn

3 L? Theorie und der Satz von Plancherel

Nun werden wir unsere Erkenntnisse der L' Theorie benutzen, um auf elegante Art
und Weise, die Fortsetzung der Fourier-Transformation und Inversion als Operatoren
auf dem Raum L? zu erhalten. Im folgenden wird gezeigt, dass unter Ausnutzung
der Hilbertraum-Eigenschaft des L?, sehr angenehme Eigenschaften der Fourier-
Transformation zum Vorschein kommen, die ihre Handhabung, verglichen mit der
Situation auf L', wesentlich vereinfacht.

Lemma 3.1. L'(R")NL%(R") ist dicht in L*(R") (beziiglich der durch die L2-Norm
induzierte Metrik) und fir f € L*(R™) N L2(R™) gilt ||f|lz2 = ||.f |l 12

Beweis. CO(R™) ist dicht in L2(R™). Da C?(R™) C L*(R™) N L?(R") folgt die erste
Behauptung.

Sei g(x) = f(—x) € LY(R™). Mit Satz 1.3 folgt h = f * g € L'(R"), und nach Satz
1.4 h = f§. Es gilt

g(x) = F(=t)e 2miztgs = F(—t)e2miztds = F(t)e—2mintdy = ?7
R™ Rn R™
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also h = | f |2 > 0. Als Faltung zweier L?-Funktionen ist h gleichmissig stetig und
wir erhalten h(0) = [, h(z)dz, h € L*(R™) nach Korollar 2.9. Es folgt

/ |f@)Pdr = /R )z = h(0) = / (a0 =a)f@yds = | Foif)da
— [ s

O

Eine Folgerung ist, dass die Fourier-Transformierte einer Funktion aus L!'(R™) N
L?(R™) in L?(R™) liegt. Wir benutzen diese Tatsache um die Fourier Transformation
auf ganz L? fortzusetzen:

Satz 3.2. Es existiert eine beschrinkte Fortsetzung F : L*(R") — L2(R") der
Fourier Transformation auf L*(R™) N L%(R™), welche eindeutig ist.

Beweis. Sei f € L?(R"), dann existiert eine Cauchy-Folge (fi)ren C L'(R™) N
L2(R™) mit || f, — fllz2 — 0 (k — c0). Aus Lemma 3.1 folgt offenbar, dass (fi)ren
ebenfalls eine Cauchy-Folge in L? bildet. Somit besitzt sie einen Grenzwert, welchen
wir bezeichnen als
Ff:= lim f, = lim F/fs.
k—o0 k—o00

Sei (gk)ren eine weitere Folge mit |lgx — fll2 = limy—oo [|gk — fillz2 — 0 (k — o0),
dann ||gr — fillz = llge — fill iz — 0 (k,I — o) und die Grenzwerte sind gleich. F
ist also wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus der ersten Aussage von Lemma 3.1. O

Setzt man fi := Xxp_,(0)f, so erhilt man offenbar eine Cauchy-Folge, die gegen f
konvergiert. Dadurch kénnen wir die Erweiterung auch wie folgt charakterisieren:

Ff(z) = lim fi(z) :/B o f(t)e 2™, (3.1)

Definition 3.1. Ein beschrinkter linearer Operator U/ : H — H auf dem Hilber-
traum (H, (-, )p) heisst unitirer Operator, falls er surjektiv ist und

Uz, Uy) = (z,y) Vax,y e H.

Beachte, dass L?(R™) ein Hilbertraum ist, mit Skalarprodukt
<fag>L2 = fgdiﬁ
Rn

Da die L?-Norm durch das Skalarprodukt induziert wird, gilt die Polarisationsiden-
titat:

1
{(fr9)e2 = (If +gll7e = If = gll7= +illf +igl7e —illf —igl72) (3.2)

Nun formulieren wir das Hauptresultat dieses Abschnitts, den Satz von Plancherel:

Satz 3.3. (i) F ist ein unitdrer Operator auf L?(R™)



(ii) Die inverse Transformation F~1 ist gegeben durch

Fh:=6_1Fh

fiir alle h € L*(R™)

Beweis. Aus Lemma 3.1 und der Stetigkeit der Norm ldsst sich unmittelbar zeigen,
dass F ist eine Isometrie ist. Denn es gilt

|Ffllzz = klim I fillze = lim | fellz2 = || ]2
—00 k—o0

fir alle f € L2(R™) und (fi)reny C LY (R™) N L2(R™) mit f, — f (k — oo) in L2,

(i)

F ist surjektiv: Eine Cauchy-Folge (gx)ren in F(L*(R™)) C L*(R") mit Grenz-
wert g € L?(R") ist das Bild einer Cauchy-Folge (fx)ren, wegen der Isometrie-
FEigenschaft. Letztere habe den Grenzwert f, dann gilt

0= lim [|fy — f| = lim |lgs — Ff|| = |lg = Ff]| = g € FL*(R").

Also ist F(L?(R™)) ein abgeschlossener, linearer Unterraum von L?. Angenom-
men es existiert ein h € L?(R") \ F(L?*(R")), dann gibt es ein [ € L?(R")*
mit

Ff)=0 VYfeL*R"), I(h)#0

[1, Satz 4.2.4]. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz [1, Satz 4.3.2] existiert
ein g € L2(R™) mit [ = (-, g) 2, wobei

(h,g) # 0= |lgllL> # 0. (3-3)
Es gilt also
0=(Ffg)2= | Ffgde= | fFgda'
R R

fiir alle f € L?(R™). Daraus ergibt sich

0=|Fgll2 = llgll 2>

und dies ist der gewiinschte Widerspruch zu (3.3).

Die Invarianz des Skalarprodukts unter F ldsst sich nun leicht durch (3.2)
einsehen. F ist also unitér.

Fiir Ff € L?(R") untersuchen wir 6_1F(Ff) = limg_o fr, wobei wir die
Folge analog zu (3.1) durch

fk(.’]l‘) = /B 0 ]I’f(t)€27ritzdt

'Die letzte Identitdt gilt nach Satz 2.3 fir f € L'(R™) N L*(R™), aber man bendtigt nichts
weiteres als die Stetigkeit des Skalarprodukts um mittels eines Folgenarguments einzusehen, dass
die Giiltigkeit der Aussage auch fiir L2-Funktionen gegeben ist. Die Stetigkeit folgt aber sofort aus
(3.2), da die Norm stetig ist.



definieren. Dabei wurde wieder die L?-Konvergenz der L' N L2-Funktionen
F fXB.,(0) ausgenutzt. Sei g € LY(R™) N L*(R"), dann gilt

(9,00 F(Ff)) = lim | g(x)fp(x)de

k—o0 R

= lim g(x) / Ff(t)e?ritzdt | dx
k=00 Jrn B<k(0)

= lim Ff(t) </ g(:c)e_%imda:) dt
k—oo B<1,(0) n

= Jlim Fft)Fgt)dt = (Fg,Ff) = (g, f)
=0 /B, (0)

Durch einen weiteren Grenziibergang, lésst sich das Resultat (g, d_1F(Ff)) =
(g, f) fiir alle g € L?(R™) verallgemeinern. Daraus folgt unmittelbar

f = 6—1f(ff)7
unsere Definition der Inversen F~'h := §_1Fh, (h = Ff) war also richtig.

O]

Vergleichen wir dieses fundamentale Resultat mit den Sitzen der L!-Theorie, so
fallt sofort die Einfachheit auf, wie das Problem der Fourier-Inversion auf L? gelost
wird. In der Tat kann man gar nicht von einem Problem sprechen. Die L'- und L?-

Theorie bilden das Fundament, auf dem weitere Fourier-Analysis aufbaut. Die hier
angefiithrten Ergebnisse sind u.a. von grosser Bedeutung in den Sétzen der Theorie
der Distributionen, wo man eine viel reichhaltigere Fourier Transformation definiert.
Auf diese oder andere Theorien wird jedoch an dieser Stelle nicht weiter eingegan-
gen. Als Abschluss mochten wir ein klassisches Anwendungsbeispiel skizzieren, und
motivieren, dass die L!'-Theorie, vorallem aber die L?-Theorie auch an sich viele
interessante Resultate hervorbringen kann.

4 Wairmeleitungsgleichung

Wir betrachten die folgende partielle Differentialgleichung;:

0 N
au(:r,t) = Au(z,t) (A = ; a—x%)
u(z,0) = f(z)eC, feLYRY)

wobei wir an Losungen u : R™ x [0, 00[— C interessiert sind, die wir bedenkenlos
Fourier-transformieren kénnen (beispielsweise fiir u(-,t) aus L'(R"), L?(R") oder
dem Schwartz-Raum, Yt > 0). Man beachte, dass % und F in diesem Beispiel
kommutieren. Wie iiblich schreiben wir nun @ statt Fu, und unterlassen es ggf. not-

wendige Grenzwertprozesse mitzufiihren.



Nach Anwendung der Fourier-Transformation auf beiden Seiten der Differentialglei-
chung erhilt man:

2zl(k: t) = i]—" ﬁu(w t)
ot — ox?

n
= Z —An?2?a(k, t)
i=1

= 4Kk, t),
und  a(k,0) = f(k).

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung. IThre Losung lédsst sich sofort ablesen
zu

a(k,t) = e R (k).

Diese Funktion lédsst sich unter den getroffenen Annahmen problemlos Fourier-
invertieren. Somit kann die Losung u der Wirmeleitungsgleichung explizit ange-
geben werden.

In Bezug auf die L?-Theorie ist es erwihnenswert, dass die Wiarmeleitungsgleichung
grosse Ahnlichkeit hat zur Schridinger-Gleichung (eines freien Teilchens):

0 h?

wobei in der Quantenmechanik Losungen ¢ € L? betrachtet werden. Wie bereits ver-
anschaulicht wurde, ist die Fourier-Transformation und Inversion auf L? besonders

einfach handzuhaben, sodass sich in diesem Zusammenhang sehr viele Anwendungen
in der Quantenmechanik ergeben.
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