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Schwartz Raum und gemassigte Distributionen

In dieser Arbeit befassen wir uns mit dem Schwartz Raum und der Theorie der Distri-
butionen. Eine Distribution ist ein Funktional auf einem Testfunktionenraum, d.h. eine
lineare und stetige Abbildung in die reellen Zahlen. Als Testfunktionenraum stehen uns
zwei Modelle zur Verfiigung. Zum einen haben wir den Raum der unendlich oft stetig diffe-
renzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger 2. Die andere Idee fiihrt uns zum Raum
der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen, die schnell abfallen. Dieser Raum wird
Schwartz Raum . genannt, nach dem Mathematiker Laurent Schwartz. Zur Definiton des
Schwartz Raumes gelangt man, wenn man einen Funktionenraum sucht, dessen Elemente
unter Differenzierung, Fourier Transformation, Faltung und Translation im selben Raum
bleiben. Der Schwartz Raum und Distributionen finden heute auch wichtige Verwendung
in der Physik und Elektrotechnick.

Definition 1. Wir definieren die zwei Testfunktionenraume.

i) Der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager de-
finieren wir mit

7 (E,) =Cy° (E,) :={p € C*(E,) | supp {¢} kompakt}
und nennen ihn kurz 9.

ii) Den Schwartz Raum definieren wir mit

S (Ey) = {go e C* (E,)

sup ’xo‘ (D’Bga> (x)’ <o Va,pB€ Ng}
ern

und nennen ihn kurz .&.

Bemerkung 2. Der Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kom-
paktem Tréger & ist eine Teilmenge von .7.



Wir stellen auch fest, dass eine Funktion ¢ € . multipliziert mit einem Polynom p in n
Variablen wiederum im Schwartz Raum ist.

Beispiel 1.
i) Die Funktion e=%l21” ist im Schwartz Raum enthalten fiir alle § > 0.

ii) Wir defnieren eine Funktion

e e 2>
p(@):=19 g <0

welche beschrénkt ist und deren Ableitungen genau so beschriankt sind. Daraus kon-
struieren wir nun eine weitere Funktion, die in & und damit auch in .% liegt.

e/ (1-2%) lz| <1

q;(;l;);:@(l—l—x)-(p(l—x):{o sonst

Als néchstes sehen wir, dass der Schwartz Raum in den Rdumen Cjp, dem Raum der stetigen
Funktionen mit kompaktem Trager, und LP (E,,) fiir alle 1 < p < co enthalten ist.

Lemma 3.
i) & CCy
ii) .7 C LP (E,) fiir alle 1 <p < o0

Beweis. Wir beweisen kurz die zweite Aussage.
Sei p € .7, A= |lp|l, und B = sup,p, 2| | ()] < co. Dann gilt

(o) = ([ wors) " (o)
A </z|<1 1 dx) " + B </x|>1 || 2P dx) "

- wWp—1\1/P Wn—1 p

IN

O]

Wie bereits zu Anfang erwdhnt sollen Funktionen aus dem Schwartz Raum auch unter
Fourier Transformation und Faltung wiederum Elemente des Schwartz Raumes sein.



Satz 4.
i) Fir p € .7 gilt ¢ € .7,
ii) Fiir p,¢ € 7 gilt px¢p € 7.

Wir wissen dass (¢ * ) = @1& gilt und das Produkt zweier Funktionen aus dem Schwartz
Raum . wiederum in .7 liegt. Zusammen mit der ersten Aussage und der inversen Fourier
Transformation ergibt sich dann direkt die zweite Aussage.

Als néchstes fithren wir eine Metrik auf . ein, wodurch wir einen topologischen Vektorraum
erhalten.

Definition 5. Sei ¢ € . und «, 8 € Nj. Wir definieren zunéchst

pas (¢) = sup [1°D%p ()]
z€E,

Somit gelangen wir zu einer Metrik d;, 5 (¢, ) = pa,g (¢ — ) auf dem Schwartz Raum. Die

Menge der Paare von n-Tupeln (a, 3) ist abzdhlbar und wir erhalten mit d'y,d's,. .. eine

Abzéhlung der Metriken d',, g.

Sei nun d,, = d',,/ (1 + d'y,). Dieses d,, ist eine dquivalente Metrik zu d’,, und ist beschriankt

mit d,, <1 fiir alle n.

Schlussendlich haben wir mit

d= i 271d,,
n=1

eine beschrankte Metrik auf dem Schwartz Raum .#. Diese Metrik definiert von nun an
auch die Topologie auf ..

Eine Folge von Funktionen ¢, (2, ... konvergiert ¢ — ¢ in der Metrik d natiirlich genau
dann, wenn @ — ¢ fiir jedes d,, konvergiert.

Die Addition zweier Funktionen und das multiplizieren mit einer Zahl aus E sind damit
auch stetig und wir haben einen topologischen Vektorraum (., d). Von nun an werden wir
immer diese Metrik verwenden.

Bemerkung 6.
i) Die Abbildung ¢ (z) — 2*DPyp () ist stetig.
ii) Falls ¢ € . dann folgt limj_.o 7,0 = ¢, wobei 7, die Translation in Richtung h ist.

iii) Sei p € L und h = (0,...,h;,...,0) ein Vektor in E,. Dann konvergiert der Diffe-
renzen Quotient (¢ — 7,¢) /h; nach d¢/dx; fiir |h| — 0.



iv)
v)

V1

)
vii)
)

viii

Der Schwartz Raum .7 ist ein vollstdndiger metrischer Raum.

Die Fourier Transformation is ein hom&omorphismus von . auf sich selbst.
2 is ein dichter Teilraum von .%.

& ist separabel.

Eine konvergente Folge x,, — x in .%, konvergiert auch in LP.

Als néchstes fithren wir den Begriff der geméssigten Distribution ein.

Definition 7. Die Menge .’ aller stetigen linearen Funktionale auf .# ist der Raum der
gemdassigten Distributionen.

Beispiel 2. Wir geben nun einige einfache Beispiele fiir geméssigte Distributionen.

i)

ii)

iii)

iv)

Sei f € LP(E,) mit 1 < p < co. Das Funktional

Ly () = ; f ()¢ () de

fiir ¢ € .7 ist eine gemdissigte Distribution. Dass das Funktional linear ist, sieht man
sofort. Die Stetigkeit bediirfte einer kleinen Rechnung.

Sei u ein endliches Borel Mass. Das Funktional

Ly (p) = / o (z)dp
fiir p € . ist eine gemissigte Distribution.
Sei ein Punkt x¢ € E,, fest gewahlt und ein n-Tupel 8 € Njj. Das Funktional
L(p) := D¢ (o)
fiir p € . ist eine gemdéssigte Distribution. Ein Spezialfall ist die Dirac §-Funktion:

L(p)=(0).

Eine messbare Funktion f fiir die gilt, dass f (x) / (1 + |x\2)k in LP liegt fiir ein k € N
und ein 1 < p < 0o, nennt man eine gemdssigte LP Funktion. Fiir den Fall p = oo
nennt man eine solche Funktion auch langsam wachsend. Jede solche Funktionen fiithrt
uns zu einer gemdéssigten Distribution

L(p) = i f(z) o (x)de

tiir p € 7.



Im néchsten Satz sehen wir, dass es eine einfache aber wichtige Charakterisierung fiir die
gemiéssigte Distributionen gibt.

Satz 8. Ein lineares Funktional L auf dem Schwartz Raum % ist genau dann eine ge-
maéssigte Distribution, wenn es eine Konstante C' > 0 und ganze Zahlen m,! € Z gibt, so
dass

L) <C D pas(ep)

|al<t
1B]<m

fiir alle p € 7.

Wir werden nun zeigen, dass wichtige Operationen wie etwa Ableitung, Faltung oder Fourier
Transformation auch auf dem Raum der gemissigten Distributionen .’ definiert werden
konnen. Als ertes falten wir eine geméssigte Distribution mit einer Testfunktion (also einer
Funktion aus .). Zu diesem Zwecke definieren wir noch die Reflezion g

g(z):=g(-z).

Mit dem Satz von Fubini wissen wir, dass fEn (ux @) (z)y (z)dr = fEn u(x) (@) (x)d
fiir u,p,v € .7 gilt. Diese Gleichung motiviert uns zur Definition der Faltung einer ge-
méssigten Distribution mit einer Testfunktion. Sei u € .’ und ¢, € .. Dann setzen
wir:

(ux*p) (1) :==u(p=*)

Satz 9. Seien u € ./ und ¢ € ., dann entspricht die Faltung u * ¢ der Funktion f,
welche im Punkt z € E,, den Wert f (z) = u (7,¢) annimmt. Ausserdem ist f € C°° und
die Funktion sowie all ihre Ableitungen sind langsam wachsend.

Jetzt schreiten wir zu der Ableitung von geméssigten Distributionen. Partielle Integration
impliziert f]En (DPu) (z) ¢ (z) dz = (—1)W fJEn u(z) (DPy) (z) dz fiir u, p € .% und B € Nj.
Wir definieren daher die partielle Ableitung fiir geméssigte Distributionen folgendermassen:

(Dﬂu> (p) == (—1)'5‘ U (D’Bgo) .

fir 5 € Nj und u € .&".
Ahnlich kénnen wir auch die Translation 7,u und die Reflexion @ fiir eine gemissigte Dis-
tribution u € ./ definieren.

(hu) () == u(T-nyp)

(p) = u(p)



Aus der Fourier Theorie wissen wir, dass u (¢) = [ u(z) ¢ (2)dr = [ a(z) ¢ (z)dr =
@ () fiir u, p € .. Nun definieren wir somit fiir eine gemissigte Distribution u € .’

U(p) = u(p).

Mit dieser Definition der Fourier Transformation haben wir auch gleich einen Isomorphismus
von .’ auf sich selbst erhalten.

Nun richten wir unser Augenmerk auf Funktionen B : LP (E,) — L%(E,) und werden
sehen, dass ein Zusammenhang zu geméssigten Distributionen besteht. Fiir den néchsten
Satz brauchen wir aber zusétzlich die folgenden Bemerkungen:

Bemerkung 10.

i) Die Abbildung f — fAist eine beschrinkte lineare Transformation von L'(E,) nach
L>*(E,,) und es gilt Hf“oo < fll-

ii) Falls f € L'(E,), dann ist f gleichmiissig stetig.

iii) Sei P ein Polynom in den Variablen x1, ..., 2, und P(D) der entsprechende Differen-
tialoperator (d.h. 2 wird durch D® ersetzt). Dann gilt fiir jedes f € LY(E,) mit
P(D)f € L'(En) : (P(D)f) (z) = P(2miz) f(z).

iv) Sind f,f € L*(E,), dann gilt f(z) = f]En f(t)e*™ietd fiir fast alle 2 € E,. Da f
integrabel und nach ii) stetig ist, definiert das Integral [p f(t)e*™=tdt eine stetige
Funktion.

Die Aussagen i) und ii) sind schnell einzusehen, fiir die beiden anderen Aussagen miisste
man mehr arbeiten. Wir wollen den Beweis hier jedoch nicht durchfiihren.

Satz 11. Sei B : LP(E,) — LY(E,), 1 < p,q < oo, linear, beschrankt und B kommutiere
mit Translationen (d.h. 7, B = B7,). Dann existiert eine eindeutig bestimmte geméssigte
Distribution u, so dass By = u * @ fiir alle p € ..

Um die Aussage von Satz 11 besser verstehen zu kénnen, betrachten wir den Fall n = 1.
Falls sich u ,brav* verhilt, so ldsst sich By(x) = u*p(x) durch die entsprechende Riemann-
Summe anndhern:

n

n
(By)(z) = A{}krgo u(tp)o(x — ) (t — tr—1) = A}}kfgo ; cpp( —t)

Das heisst, B wird durch eine Linearkombination von Translationsoperatoren approximiert.
Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir das folgende Lemma, das fiir sich genommen
schon ein interessantes Resultat darstellt.



Lemma 12. Sei f € LP(E,). Falls alle Ableitungen der Ordnung < n + 1 in der LP-Norm
existieren, dann entspricht f fast iiberall einer stetigen Funktion g und es gilt

g0 <C > DS,

la|<n+1

wobei C' nur von der Dimension n und von p abhingt.

Die Bedingung an f kann auch folgendermassen beschrieben werden: f € WnTLP(E,),
wobei W1P(E,,) = {f € LP(E,) | | DS, < oo Vla| <n+ 1}

WntLP wird Sobolev-Raum genannt (denen wir schon bei der Lésbarkeit der Laplace-
Gleichung begegnet sind). Wir haben also die Einbettung W"tLP(E,) c C°(E,). Die
Aussage des Lemmas ist nicht vollig offensichtlich, denn die Funktion f € LP ist nicht
punktweise definiert. Falls aber die Ableitungen wie oben beschrieben kontrolliert werden
konnen, so kann man f auf einer Nullmenge so veréndern, dass eine stetige Funktion resul-
tiert.

Wir geben zuerst den Beweis des Lemmas:

Beweis. (Lemma 12)
Sei x = (x1,...,2,) € E,. Es gilt

2 2 2 2
(1+yx\):(1+|x1\ —i—...—l—]a:n])g (1+\mly+...+yxny)

und somit

n+1

(1+12) ) < (Lt kol ) T 20 T e, )

|o| <n+1

wobei C" = C'(n).

Sei zuniichst p = 1. Ziel ist es, Bem. 10, iv) anzuwenden. Da f € L!, muss nur noch f c Lt
gezeigt werden.

Mit (1) erhalten wir

-

n

f@ < c’(1+|x|2)(” > [=[lf@)

jal<n+1

Bem. 10 &%) (1 4 |x|2)(n21) Z ‘((2%)_|a| Daf)%“/‘)‘
jal<n+1

Bem. 10 1) =

SV o) S e,

|| <n+1



da (2m)71 < 1.
Und somit das gewiinschte Resultat

= [ 1flw<c 3 Do,
|a|<n+1

wobei

—(n+1) 00 —(n+1)
C = C(n) = C”/ (1—|—|x|2) Podx = C’/ / (L+7%) "2 " laddr
E, 0 Sn—1

0 pn—1
= wn_l/ ﬁdr < oQ.
0 (1+7r2) 2

=0(r=2),r—o0

(Wir sind zu ,,Polarkoordinaten® (r, z’) iibergegangen: r = |z|, o’ = 2/|z| fiir x # 0, S*~! =
{zr €E, | |z|] =1} und w,_1 beschrelbe den Flacheninhalt von S"71 C E,.)
Nach Bem. 10, iv) gilt also f(z) = [, f(t)e*™* dt fast iiberall, mit

o>\=\/E f(t)dt'ngHlsc S 0ol

la|<n+1

Dies zeigt das Lemma im Fall p = 1.

Wir kénnen uns nun dem Fall p>1 zuwenden, der auf p = 1 zuriickgefiihrt werden soll.
Wihle ein ¢ € C*°(E,, [0, 1]) mit p(z) =1, |z| < 1 und ¢(z) = 0 fir |z| > 2.

Beh: ¢f erfiillt die Bedingungen des Lemmas fiir p = 1.

Bew: Mit f € LP(E,,) folgt f € LP(B2(0)) und, da | f(x)] < | ()], gilt of € LP(B2(0)) C
LI(B2(0)). Da of(x) = 0 fir [a] > 2, haben wir £ 115, = |9F 11150y < 50

Es gilt DY¢f) = 3,100 CH(DHf)(D"p). Setze C := max, = C* und sei ¢ zu p
konjugiert. Dann gilt fiir alle |a| < n + 1:

DNl < [ S o DRVl da
|I|S2M+l/:o¢
< ) ClIDYl / D f| da
ptrv=a |z[<2
< C max [|D¥ / 1-DMf|dx
v|<|a I” Pl ||z<:a| g:|<2| |
Holder
< D Z Hl”Lq(B2(O)) ”D“JCHLP(B2(O)) < 0. (2)

|l <ol



(Beachte, dass |[1{|,4(p, () nur von p und der Dimension n abhéingt.) Daraus folgt die Be-
hauptung.

Also entspricht o f fast iiberall einer stetigen Funktion b mit [2(0)] < C 32, <pp1 [D*(@f)]];-
Da ¢(x) =1 fiir |z] <1, ist f fast iiberall gleich einer stetigen Funktion g in B1(0) und es
existiert eine Konstante K, so dass

(2)
9(O) =[hO) <C Y ’|Da(¢f)||1éK > DAl

|o| <n+1 || <n+41

Durch eine entsprechende Anpassung von ¢ lasst sich dieses Argument fiir beliebige Bélle
B,(0), r > 0, wiederholen. Somit ist das Lemma bewiesen. O

Wir kénnen nun zum Beweis von Satz 11 iibergehen:

Beweis. (Satz 11)
Beh: Sei p € % und B wie oben, dann gilt ||[D*Bypl|, < oo fiir alle a € Nj.

Bew: Sei h = (0,...,h;,...0), dann gilt Th(BZJ)__B‘p = B(Th}f)__Bw = B(T’”"] £). Nach Eigen-

J

schaft 6. iii) gilt T"fj_‘p — —387‘” =: —¢; in . und somit auch in L (Eigenschaft 6. viii)).
Da B beschrankt ist, konnen wir abschétzen:
Th(By) — By T — ¢
T‘FB(SDJ) < 1Bl (ze, L) T+Sﬂj — 0 (h—0),
J q J P

d.h. Th(BSD) By _, _0Bp _
Ox;

und damlt folgt die Behauptung
Aus dem Beweis folgt zusétzlich, dass DY(By) = B(D%yp) fiir alle o € Nj.
Mit Lemma 12 entspricht By fast iiberall einer stetigen Funktion g, mit

= —Bypj in L. Das Argument ldsst sich beliebig oft wiederholen

9,0 < C Y ID*Be)l, = C Y IIB(D%
|| <n+1 || <n+1
< IBllyopny© Y 1D,
|| <n+1

Mit dieser Ungleichung und Satz 8 folgt, dass die lineare Abbildung ¢ — g,(0) eine ge-
maéssigte Distribution u; ist (denn wir kénnen analog zum Beweis von 3. ii) die LP-Norm
eines ¥ € . durch eine Linearkombination von L°-Normen von Termen der Form z%)(x)
abschéitzen).

Beh: v = u ist die geméssigte Distribution, die wir suchen, d.h. es gilt By = u * ¢.

Bew: Sei ¢ € .¥. Es gilt

(wxg)(z) 2% u(r@) = u(fr_op]’) = A(7_0p)
= wi(Teap) = (B(r—e))(0) = (s Bp)(0) = (By)(x).

Da u nach Konstruktion eindeutig ist, ist der Satz hiermit bewiesen. O
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Kombinieren wir die Aussagen der Sétze 11 und 9, so erhalten wir das Ergebnis, dass B,
fiir p € .7, fast iiberall einer langsam wachsenden C'°°-Funktion entspricht.

Sei nun (LP, L?) die Menge der gemiéssigten Distributionen w, fiir die ein A > 0 existiert,
so dass [lux ||, < Allpl, fir alle ¢ € . Mit dem Satz 11 sehen wir, dass es eine
Bijektion zwischen dieser Menge und der Menge der beschrinkten linearen Operatoren
L? (E,) — L4(E,), welche mit der Translation kommutieren, gibt. Fiir den Spezialfall
(Lz, L2) erhalten wir eine einfache Beschreibung fiir die Menge dieser Distributionen.

Satz 13. Die Distribution w ist genau dann ein Element von (LQ,LQ), wenn es ein b €
L (E,) gibt, so dass @& = b. In dem Fall ist ||b]|, die Norm des Operators B : L*N.% — L2,
der durch By = u * ¢ definiert ist. Ausserdem gilt (u * ) = up.

Auch fiir den Spezialfall (Ll, Ll) haben wir eine dhnliche Beschreibung fiir die Menge dieser
Distributionen.

Satz 14. Die Distribution w ist genau dann ein Element von (Ll, Ll), wenn sie ein endliches
Borel Mass ist. In dem Fall entspricht die totale Variation von u der Norm des Operators
B:L'N.¥ — L', der durch By = u * ¢ definiert ist.

Obschon wir keine generelle Charakterisierung fiir den Raum (LP, L?) kennen (und eine
solche wahrscheinlich auch nicht existiert), haben wir ein allgemeines Resultat iiber die
Dualitat.

Satz 15. Falls 1 < p,g < o0, 1/p+1/p) = 1 und 1/¢ + 1/¢’ = 1, dann haben wir
(LP,L9) = (LY, L"),

Wir haben nun gesehen, dass die Translation, Reflexion, Ableitung, Faltung und Fourier
Transformation fiir Funktionen aus dem Schwartz Raum .# wieder in . fiihren. Weiter
haben wir diese Funktionen auch auf den Raum der geméssigten Distributionen .’ definiert
und gesehen, dass auch dort die Elemente aus .’ in .’ abgebildet werden. Ausserdem ist
die Fourier Transformation eine Bijektion auf ., als auch auf ..

Fiir den Raum (L7, L?) (1 < p,q < 00), der bijektiv zum Raum der linearen, beschriankten
Funktionen B : LP — L4, die mit der Translation kommutieren, ist, haben wir gezeigt, dass
es immer eine eindeutige geméssigte Distribution u gibt, mit By = u* ¢ fiir ¢ € .. Leider
kennen wir keine allgemeine Beschreibung fiir die Raume (LP, L9). Jedoch lassen sich die
Spezialfille p = ¢ = 1,2 charakterisieren, und wir kennen auch ein Dualitédtsresultat.



