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1 Calderéon-Zygmund-Ungleichung

In unserem letzten Kapitel wollen wir die Calderéon-Zygmund-Ungleichung
beweisen. Sie besagt folgendes.

THEOREM: (Calderén-Zygmund)

Sei f eine C?-Funktion mit kompakten Triger. Sei Af = Z?Zl %. Dann
J

haben wir a priori die Schranke

Um diese Aussage auf schonem Wege beweisen zu konnen, benutzen wir die
sogenannte Riesz-Transformation. Zuerst werden wir aber den eindimensio-
nalen Fall der Riesz-Transformation betrachten: die Hilbert-Transformation.
Wichtige Eigenschaften, welche wir fiir den Beweis verwenden werden, be-
weisen wir zuerst fiir die Hilbert-Transformation. Anschliessend werden wir
diese Behauptungen auf den n-dimensionalen Fall ausweiten.
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1.1 Die Hilbert-Transformation
Definition:  Der Operator H : L?*(R) — L*(R) mit

Hi) = tim & [ LE=9)y, (1)

0T Jyy|>e Y

heisst Hilbert-Transformation.

Der Kern dieser Transformation ist somit gegeben durch
K(zx)=—

und mit K(z) = % erhalten wir

Qx) = |z| K(z) = %|i—| = %sign(m).

Gemaéss Theorem 1 aus dem 3. Teil iiber singulédre Integrale wissen wir, dass
es einen Multiplikator m(z) gibt, sodass

—

(H[)(x) = m(z)f(x)

gilt. Hier zur Erinnerung nochmals die Aussage des Satzes.

Satz 1 Sei 2 homogen vom Grad 0 und erfiille €2:

(a) /Snl Q(x)do =0 (Ausloschung) (2)
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Lw(é) .
(b) sup  |Qz) — Q)| = w(d) = / Td5 < oo (Glattheit)
o —a’] <& 0
lz| =|='| =1

(3)

Sei weiters f € L*(R") und T'(f) = lim_ f|y|>€ 20) (2 — y)dy. Dann:

[yl

—

o (If)(x) =m(z)f(x), wobei
o (@) = fqur [log () + iZsigney)| Ay)doly), o] =1
e und m(z) ist homogen vom Grad 0.

Diesen Satz diirfen wir anwenden, da das (x) der Hilbert-Transformation
die Voraussetzungen erfiillt.

Ausloschungsbedingung: Qz)de = Q(—1)+Q(1)
SO
1
= — [sign(~1) + sign(1)]
=0

Glattheitsbedingung:  Da fiir z, 2" € R mit [|z|| = ||2’|]] = 1 gelten muss

‘.T - .f” = 0 = .T/
2 x=-2 [’
folgt daraus direkt
Yw(s "1
/ #dd = / |sign(z) — sign(z’)| dd
0

= [ = .0d
Aﬁaoé

Somit koénnen wir mit der im Satz angegeben Formel unseren Multiplikator
m berechnen.

m(z) = /S - {%agn(x y) + log (|—)}Q )do(y)
1

< [ [ ()

SO={E1) {%isign(x)ﬂog(1)19(1)+{§81gn( )+10g(|_ ‘)1 2(-1)

) 1 1 1 1
= %sign(az) + — log <m> + %&gn( T)— — log <\x|>

sign(y)do(y)
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Es gilt also

o~

(Hf)(x) = isign(z) f (x). (4)

Da der Kern von H die Form @ hat, kommutiert geméss dem 2.Teil iiber

singuldre Integrale H mit positiven Dilatationen. Durch Nachrechnen sieht
man, dass H mit negativen Dilatationen antikommutiert, d.h.

HT(g == —T(;H.

Zudem ist offensichtlich, dass H ebenfalls mit Translationen kommutiert.
Diese drei Eigenschaften charakterisieren die Hilber-Transformation, was wir
in dem folgenden Satz festhalten mochten.

PROPOSITION 1 Sei T ein beschriinkter Operator von L?(R) nach L*(R),
der folgende Bedingungen erfiillt:

e 7' kommutiert mit Translationen
e 1" kommutiert mit positiven Dilatationen
e T antikommutiert mit der Reflexion f(z) — f(—x)

Dann ist T ein konstantes Vielfaches der Hilbert-Transformation.

Beweis:  Fiir den Beweis nehmen wir die Fouriertransformation zu Hilfe.
Gemiss einem Satz aus dem Kapitel der dinguldren Integrale wissen wir,
dass fiir einen beschréiinkten Operator auf L?(R) eine beschrinkte Funktion

—_— A~

m(x) existiert, sodass (T'f)(z) = m(z)f(z) gilt. Um eine angenehmer Nota-
tion zu haben, setzen wir Ff = f. Dann gilt

Fuh) = [ " ) () da

—00

- / " (50 da

_ /oo ezﬂ%yf@?/) |571‘ dac/

_ |5|—1 /OO eZWiw’(é_ly)f(x/)dx/
= [0 (FNHE )

= 16| (5 F ()

Weil dies fiir alle f € L*(R) gilt, folgt daher

Frs = |5|_1 T5-1F. (5)
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Die zweite und dritte Voraussetzung der Proposition an den Operator 7' ist
dquivalent zu

T'1s = sign(d) 75T (6)

Wir definieren den Operator M : L?*(R) — L*(R) durch M f = m - f. Dann

kann man die Relation des Multiplikators schreiben als

FT = MF (7)

Mit diesen drei Formeln konnen wir nun schliessen:

T(;M = Tgf Tfil
N

= |(5|71./’T7'571T‘/'7_1
——

= 16| sign(6 D FT s F

=15 sign(67Y) |8| FTF Loy

g

= sign(6) FTF 75
= sign(d)Mrs
Wir finden also, dass

TsM = sign(0) Mg

gilt. Wenden wir nun den Operator auf der linken Seite auf eine Funktion
f € L*(R) an, folgt

((rsM) f) () = (15(M [f)) () = (M f)(0x) = m(dz) - f(5).
Dasselbe Vorgehen auf der rechten Seite liefert
sign(8) (M) f) (x) = sign(0) M (rsf)(x) = m(x)-(7sf)(x) = sign(d)m(z)-f(dx).
Da dies fiir alle f € L*(R) gilt, folgt

m(dx) = sign(d)m(x), o #0.
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Somit ist der Multiplikator von der Form

m(x) = c-sign(x), ce€C.

Es gilt also

FT =mF = c-sign(x)F = (—ic) - i - sign(x)F @ (—ic)- FH = F(—ic- H),
womit der Satz bewiesen ist.

q.e.d.

Als néchstes machen wir nun den Sprung von einer zu n Dimensionen. Wir
werden die Hilbert-Transformation fiir den mehrdimensionalen Fall ,, um-
schreiben®, woraus die Riesz-Transformation entsteht. Zudem gelten die ana-
logen Aussagen, welche wir gerade bewiesen haben, auch im allgemeinen Fall.
Das heisst, es gibt eine analoge Aussage von Proposition 1 fiir die Riesz-
Transformation.

1.2 Riesz-Transformation

Beginnen wir vorerst mit einigen elementaren Beobachtungen. Sei m(x) =
(mq(x),ma(x),...,m,(z)) ein n-Tupel von Funktionen, welches auf R™ defi-
niert ist. Fiir eine beliebige Rotation p € SO(n) schreiben wir p = (pj) fiir
die dazugehorige Matrixschreibweise. Falls die Funktion m(x) als ein Vektor
transformiert, kommutiert sie mit beliebigen Rotationen p:

oder expliziter formuliert

m;(p(x)) = ijkmk(x), fiir jede Rotation p. (8)
k

LEMMA  Sei m homogen mit Grad 0, d.h. m(dx) = m(z) fir § > 0. Falls
sich m geméss (8) verhalt, dann gilt m(z) = cryy fiir eine Konstante ¢, d.h.
i

m;(x) = 2]

Beweis:  Dank der Homogenitdt von m geniigt es, x auf der Einheitssphére
zu betrachten. Seien ey, es, ..., e, die iibliche Einheitsvektoren. Fiir jede Ro-
tation p € SO(n), die e; festhélt, ergibt (8):

pm(er)) =m(p(er)) = m(er) = (ma(er), mafer), .. ma(er)). (9
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Das bedeutet, dass der (n—1)-dimensionale Vektor (ms(e1), ma(es), ..., mn(e1))
fiir jede Rotation, die e; festhélt, unveréindert bleibt. Daraus folgt offenbar

ma(e1) = ms(er) = ... = my(e;) = 0. (10)

Fiir ein beliebiges p € SO(n) gilt daher gemiss (8)

n

m;(per) = pma(er) + > piemi(er) = pjrma(er) = cpju.
k=2

=c

=0

Sei nun x € S fest. Dann finden wir ein p € SO(n), sodass z = p(e;) gilt.
Dadurch erhdlt man x; = p;;. Es gilt also

mj(x) = c¢- xj,

was genau der Behauptung des Lemmas entspricht.

Nun sind wir in der Lage die Riesz-Transformation zu definieren.

Definition: Sei f € LP(R™) mit 1 < p < co. Dann nennen wir

R;(f)(xz) = lim cn/ yjﬂ (x—y)dy, j=1,....n (11)

e—0 yl>e [yl

die Riesz-Transformation, wobei ¢, eine Konstante ist, die wir spéter noch
genauer charakterisieren werden.

Gemiss der Definition (11) finden wir als Kern Kj(z) = Qlufc—ff) fiur Q;(x) =
cn%. Wie bei der Hilbert-Transformation erfiillt auch dieses €2; die Bedin-
gungen (2) und (3) von Satz 1 vom 3. Teil iiber singulédre Integrale.

Qj(x)dr = / cnﬁdx
Sn—1

]

1
= cn/ —  x; dx
gnt |z~
“~~ ungerade

gerade

Sn—1
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A@da _ / % sup |9 (x) — ()] | do

{zfm‘<5
lzll = [[="] =1

!
i Xy

o] ]
Il = 1o’ = 1

e
—  sup |lv — | db
0 0 i = i 0

< / cpdd
0

= ¢, <0

/ Cn
5 ‘zfz}<5

Fiir die Riesz-Transformation R; : L?*(R") — L?(R") existiert also ein Mul-

tiplikator m = (my, ..., m,), sodass
(R;(N))(x) = my(x) f(x)

gilt. Jetzt wollen wir das Lemma auf den Multiplikator anwenden: wir wissen

dafiir bereits, dass er homogen vom Grad 0 ist und es bleibt nur noch die

Kommutativitdt mit Rotationen zu zeigen:
e

mp(e) = e [ (Gsienlota) ) + 1o

o) e

= o [ (Gt e L) o)

z-p
= ¢, /Sn1 (%Zshgn(x y) + log %QD p’(y|) wdd(y)
= p(m(z))

=1

Dank der Formel des oben erwahnten Satzes bekommen wir fiir unseren Mul-
tiplikator

™ . 1
m;(z) = cn/ (Esgn(a: -y) + log —D Q;(y)do(y)
Snfl X y
i 1 Y;
= Cn —sign(z -y —Hog D “do(y
/sn—1(2 ) yl/) 1yl )
gemés%emma ﬁ
||

Da c eine Konstante ist, geniigt es c fiir ein bestimmtes x zu berechnen. Wir
wéhlen x = e;. Dadurch folgt

yido(y)| =c.

v
Cn / — sign(y;)y;do(y) + / log | —
Sn—1 Sn—1

Yj
=0
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Wir wihlen die Konstante ¢, in der Definition (11) nun so, dass ¢ = i gilt.
Dies ist dann dquivalent zur Gleichung

/Sn_l |y;] da(y)> _1-

Berechnet man dieses Integral, erhélt man

n+1
T2
Cn = .
n+1
I(%)
n;l
Zusammengefasst heisst dies nun, dass wir fiir ¢, = F7E"+1) die Konstante
2

¢ = i bekommen und der Multiplikator daher die Gestalt

m;(x) = zﬁ
hat, d.h.
R, f)(x) = i%f@;) j=1,...,n. (12)

Wie im vorherigen Kapitel angekiindigt, gibt es auch fiir die Riesz-Transformation
eine analoge Aussage zu Proposition 1. Dazu iibertragen wir lediglich noch
die Eigenschaft (8) des Multiplikators m auf R;. Es gilt

pRip™' f = piRif.
k

PROPOSITION 2 Sei T' = (11,13, ...,T,) ein n-Tupel von beschriankten
Transformationen von L*(R") auf L*(R"). Es gelte

1. Jedes T; kommutiert mit Translationen in R".
2. Jedes T; kommutiert mit Dilatation in R".
3. Fiir jede Rotation p = (p;i) in R" gilt pT;p~f =3, pixTif-

Dann sind die 7T konstante Vielfache der Riesz-Transformation R;, d.h. es
existiert eine Konstante c, sodass T; = cR; fiir j = 1,...n.

Den Beweis dieser Proposition iiberlassen wir dem Leser. Es ist eigentlich
nur ein Zusammentragen der bisherigen Erkenntnisse und ist ausserdem ver-
gleichbar mit dem analogen Satz fiir die Hilbert-Transformation.

1.3 Beweis der Calderon-Zygmund-Ungleichung

Wir wissen aus dem 3. Teil iiber singuldre Integrale (Theorem 1), dass die
Riesz-Transformation in der LP-Norm beschrankt ist. Wir konnen also schrei-
ben

1R;]l, < Ajp (13)
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Wir zeigen nun folgende Identitit fiir eine Funktion f € C2.

02 f

— —R.R.A 14
Ox;j0xy, RiReAT (14)

Es gilt f(z) = Jgn €729 f(y)dy. Wir bekommen also fiir die Fouriertrans-

formation von 597]:_ den Ausdruck 2miz; f(x). Daher folgt

3 T
(8xj8xk> (x) = —2miz; (a—mk) (x)
=  —drlzxf(x)

- () (1) camemie
- @ @ BF)(@)

mj(z)  my(z)

© () @A

]

2 _(R;RAS)(x)

Damit folgt (14) mit der Eindeutigkeit der Fourier-Transformation.
Dank dieser Formel und der Beschréanktheit der Riesz-Transformation in der
LP-Norm lésst sich die Calderén-Zygmund-Ungleichung nun direkt beweisen.

0*f
c%j@xk

(14)

=R ReA S]],
p

< B, 1R, 1AL,

(13)
< Aj,p ’ Ak,p ||Apr

= A lIAf,
q.e.d.

1.4 Weitere Anwendung

Eine weitere niitzliche Anwendung der Riesz-Transformation ist der Beweis
der Ungleichung

THEOREM: Sei f:R? — R? ecine C'-Funktion. Dann gilt

af af of . o0f
— — AR . 1
’ (91‘1 8ZE2 8ZE1 +Z8x2 p7 L=< p <o ( 5)

<4,

p

i

p
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Den Beweis hierzu fithren wir #hnlich wie denjenigen der Calderén-Zygmund-
Ungleichung. Nur mit dem Unterschied, dass wir eine andere Identitét ver-
wenden. Die hier verwendete Gleichung lautet

of . f f -
B, —R;(Ry —iRy) (8_:(:1 + a_:@) j=12 (16)

Beginnen wir einmal rechts und benutzen die Fouriertransformation.

iz [ Of of .. of . 9f
X (Rlal'l +R28$2 +ZR18 i) ZR 81131 ( )

Z|f| [ﬂ@(wﬂ@j)” Jz] (352)(9”” B <§xfl>( )]

-~

‘Z$|J |:z':1;1 (—27m':r:1f(33)) + 1T <—27rz'x2f(9€)> + ?Wi$1$2f($) — 27rz'x1x2f(:c2]

=0

Wir hitten die Gleichung (16) hiermit gezeigt. Nun verwenden wir diese
Identitat und die LP-Beschrénktheit der Riesz-Transformation, um die Be-
hauptung (15) zu zeigen.

or||  [2r

8901 p 8x2 p
= | (5] a)H |-t i) (52 a—)H
< R, IR~ iRl f IR IR, — iRl |2+ 2L
B P axQ 3:1;2 »

of of |
< 1Rl (IR, + 1R, ]—+z +HRQ||p(HR1H R, ) |15
_ of . 0f
= (imb s 1) 5 +igk]
_.Ap

o ler o
N A 81‘1_’_16272




